Zu Abschnitt 8.1
8.1.1 F:]0,400[xR™ — R sei durch

2
F(t,z) := /2=l /4t7

definiert, wo || - || die euklidische Norm des R™ bezeichnet. Man zeige, dass F dann die so
genannte Wdarmeleitungsgleichung 16st:

2
2 F=o.

0
EF_IC 0x2

=1

Bemerkung: Der Differentialoperator

wird Laplaceoperator genannt; formal ist A = (V, V).
F:(0,00) x R™ — R™ sei definiert durch

2
n =l

F(t,z) =t 2e 4

wo || - || die euklidische Norm des R™ bezeichnet. Dann 16st F' die sog. Warmeleitungsglei-

chung

Bem.: Der Differentialoperator A = 3 88722 wird Laplaceoperator genannt; formal ist
k=1 "k
A =(V,V).

Man bestimmt zun#chst die partielle Ableitung von F' nach t:

) o n el
aF(t,fI}) = E (t e 4 )

2
TRt SIS |

n
= .t
2 ¢ 42
J I [ )
= t . _
¢ a2 u

Um AF zu bestimmen, bestimmt man zunichst %F fiir bel., aber festes 1 < k < n:
k

Zuniichst ist wegen ||z]|* = 1| 27

9 2
= —9
e lel* = 204

damit gilt
9 o _n _l=l?
— F(t = — |t 2 4t
Oz, (t,) Oz, ( ¢ )
n =2 2z,
= t 2 t [
()
_n ,M Tk
= —t 2 .e . =



Es folgt:

N3

82 8 _n _M Tk
—— F(t = — | —t . at .
Ox? (t,2) 8xk( ¢ 2t
= — . . —ZE) 2 .
¢ ( 2t> 2t 1€ 2t
2 2
= 715*5.6*%. 1z
2t 4t2

o M= /g2
= t 2 .e 4t . = — —
42 2t

Nun kann man AF bestimmen, es gilt:

3

AF(z,t) = — F(z,t)

el N2 1
= t 2 it . -5 _
¢ > 2 2
k=1
N A Y R a
= t 2 .e at . (Z ? — Z 271,
k=1 k=1
llz) X ok 1 <&
_n _ =i k=1
= t 2. 1t . [ 1
¢ a2 2 kz_l

Also gilt:

0
AF—aF

und F erfiillt damit die Wiarmeleitungsgleichung. Das war aber zu zeigen.

8.1.2 Sei f:R"\ {0} =R, n > 2, gegeben durch

[ log(||z||) fallsn=2
fla) = { ll||>~™ falls n > 3.

Berechnen Sie Af.
Zunéchst ist fiir jedes n und 1 <14 < n:

0 2
i = 2x;
ollall® = 20
und damit
2 =zl = 0
8IZ‘ 6‘7)1




e Es sei zunichst n = 2. Fiir ¢ € {1,2} ist

o*f 0 1 0
8x¢2(x) = T%(m%HmH)

8 Z;

O ||z||”

Izl
_ =l - 243
[l
also ist
2
o*f
A =
@) = X e
= lz)|® — 227
= Z 1
= =l
D > L ) >
[
_ 2fel® — 2| ®
[
= 0.
e Fiir n > 3 haben wir mit 1 < i < n zunéchst
O*f 1o} —n O
O - R e )
8 Z;
&= g o™
_ @2-n )™ =i @i -n- )"
] *"
)| * = na?
= (2_ ) n+2
]|
also ist
n g2
of
A =
f@) = 3 g
- l|* = na?
; [l "+

nllz]|* —n 307, @?

)"+

—~

2—mn)
nz|* = n|lz||
= (2—-n) -
(Bl
= 0.

Also gilt Af = 0 fiir jedes n > 2.

8.1.3 Essei f: U — R zweimal stetig differenzierbar, wobei U C R"™ offen ist. Zeigen Sie
fiir das durch g(x) := grad f(z) definierte Vektorfeld g : U — R", dass dann dg;/0z; =
0g;/0x; fiir alle 4, j gilt. (Die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht.)



Esist firz € U und 1 <4,5 <n:

0g; _ o (of
Ox; (@) B Ox; (&rj ()
2
o°f v
8351895]-
£ € C2(U), Satz von Schwarz 0*f

= e lan)w

_ 9gi

Das war aber zu zeigen.

8.1.4 Es wurde gezeigt, dass auf dem R" alle Normen dquivalent sind. Auf unendlich-
dimensionalen Réumen stimmt das nicht. Finden Sie — fiir beliebige Intervalle [a,b] mit
a < b — zwei nicht-dquivalente Normen auf C'[a,b] .

Es seien a,b € R mit a < b beliebig, betrachte auf C'[a,b] die Normen

171 = [ 1)l de

und

Ifl = sup 11 (@)

Betrachte weiter fiir n € N die Abbildung

foilab] =R, (“"“)"

b—a
Dann gilt
z—al”
n = su
Il = sup |5
< b—a
- |b—a
= 1,
b n
T—a
1 = [ (552) a
1 1
= — .= . (b=a)"!
b—a)» n+1 (b-a)
_ b—a
T on+1
Angenommen nun || - ||; und || - ||, wéren #dquivalent, dann gébe es C' > 0 mit
Ifolle < Cllfally
b—a
n+1
fiir alle n € N, es folgt
b—a
Il €22

also der Widerspruch 1 < 0.
Also sind || - ||; und || - ||, zwei nicht dquivalente Normen auf C[a,b].

8.1.5 Sei g € C'[a,b]. Definiere ||f||, fir f € C'[a,b] durch

£l = 11/l -



(a) Unter welchen Voraussetzungen an g ist | - ||, eine Norm?

(b) Finden Sie ein Beispiel fiir eine Funktion g, fiir die || - ||, eine Norm ist, die nicht
dquivalent zur Supremumsnorm ist. Finden Sie auch Beispiele, in denen zur Supre-
mumsnorm #quivalente Normen entstehen.

1. Beh.: [| - ||, ist genau dann eine Norm, wenn eine Menge A C [a, b] existiert, so dass
A° =0 und |g||,,, > 0 gilt.

Bemerke zuniichst, dass CA wegen
(CA)™ =C(4°) =Ch = [a,b]
dicht in [a,b] liegt.
< (a) Zunichst ist
10lly = [l90llo = [0l = O

Sei andererseits f € C'[a,b] mit || f||, =0, d.h. [|fg]|,, =0,da | - || eine
Norm ist, folgt |fg| = 0, wegen |g||cA > 0 folgt also flg4 = 0, da CA dicht
liegt, folgt f = 0 wegen der Stetigkeit von f.

(b) Fiir ¢,d € Ca,b] ist

let+dll, = llgle+d)l
llge + gdll
lgell o + llgdllo
llellg + 11l -

IA I

(c) Fir fe€ Cla,b] und X € R ist

Al = llgMllw
Alllgflloo
A1l

Also ist [ - ||, eine Norm.

< Es reicht zu zeigen, dass B := {z | |g(z)| > 0} dicht in [a,b] liegt, denn dann
ist A := (B wie gefordert.

Sei also zo € [a,b] und € > 0. Angenommen es wire K.(zo)NB = (), betrachte
dann die Funktion

0 z<z9g—c¢

) mo—e<z<xo
1—&71(33—300) zo<zx<zx0+e€

0 xzo+e<zx

f:la,b] >R,z —

Dann ist f € C[a,b], f #0 (da f(xzo) = 1), aber es ist fg =0, da

{z [1(f9)(@)| > 0} C{z [ |f(2)] = 0} = K< (xo)

und
{z [ 1(f9)(@)] > 0} C {z | [g(x)| > 0} = B
also auch
{z [ |(f9)(=)| > 0} C BN Ke(o) = 0.
Es folgte aber [|f||, = [|0[|,, = 0, im Widerspruch zur Normeigenschaft von g.
Also ist BN K. (x0) # 0 und damit ist alles gezeigt.

2. Man zeigt, dass | - ||, genau dann zur Supremumsnorm &quivalent ist, wenn |g(z)| >
0 fiir alle z € [a,b] gilt:



< Sei also |g(x)| > 0 fiir alle z € [a,b], da |g| stetig ist und [a,b] kompakt,
existieren x., z, € [a,b] so dass fiir z € [a,b]:

0 <c:=lg(za)] < lg(a)] < [g(zo)| =: C

Fiir jedes f € C'[a,b] gilt dann
cllflloo

Also sind || - ||

oo

lleflloo

sup c|f(z)|
a<z<b

sup |g(x)[f ()]

a<z<b

1791l

1£1lg

sup [g(z)[|f(x)]

a<z<b
1CF 1l

IN

und || - ||, dquivalent.

Man zeigt die logische Umkehr, d.h. man zeigt, dass aus g(xo) = 0 fiir ein

zo € [a,b] folgt, dass || - ||, und || - ||, nicht dquivalent sind.
Sei also zo € [a,b] mit g(zo) = 0. Wihle zu jedem n € N ein 4, > 0, so dass
fiir € [a,b] mit |z — zo| < dp stets |g(z)| < 1/n ist. Definiere weiter

fn:

[a,b] = R,z +—

0
Dann ist ||fn|, > 1 fiir jedes n € N, da fn(z0)

aber ist

£l

IN

<

0 z<z9—90,
1+5;1(m—:c0) To—O0n <z <0
1-6,(x —x0) @0 <z <20+
o+ 0n <

= 1 fiir alle n. Andererseits

lgfnlloo
sup |(fng)(z)]
a<z<b

sup | fn()|lg(z)]
|[z—20]|<dn

1

sup 1-—
|lz—z0|<dn n
1,
n

Also ist (fn) eine || - || ,~Nullfolge, die keine || - || ., ~Nullfolge ist, was die Nicht—

Aquivalenz der Normen zeigt.

Nun lassen sich leicht Beispiele finden: g(z) = x — £ erzeugt fiir alle £ R Normen,
die genau fiir x ¢ [a,b] zur Supremumsnorm #quivalent sind, die von g(z) = (z—a)?
erzeugte Norm ist nicht zur Supremumsnorm &quivalent, K7

Zu Abschnitt 8.2

8.2.1 Sei f:R® — R durch f(z,y,2) = (2

+ y)e* definiert.

(a) Bestimmen Sie die Ableitung von f im Punkt (z,v, 2).

(b) Werten Sie diese bei (z,y, z) = (2,1, 0) aus und berechnen Sie damit niherungsweise

£(2.01,0.99,0.01).
1. Es ist

f(z,y,2)

(%(ﬂm Y, 2),

(erz, e, (:c2 + y)ez)

0

T ) Fwna)

Fy(xzz% 2)7



2. Zunichst ist

f(2,1,0) =

und damit

£(2.01,0.99,0.01) ~ £(2,1,0) + f'(2,1,0)(0.01,—0.01,0.01)*

8.2.2 Sei f:R? —» R die Funktion

Ty

flaa) ={ 77

Man zeige, dass die partiellen Ableitungen 3

dass f nicht stetig ist.
Warum widerspricht das nicht Satz 8.2.37

Fiir (z,y) # (0,0) existieren df/0x und 8f/dy, da f auf R?\ {0} als Kompositum stetig

ox

und ai iiberall auf dem R?2 existieren und

(4,1,5)

falls (z,y) # (0,
falls (z,y) = (0,
of

diff’bar Funktionen stetig differenzierbar ist, dort gilt

0)
0).

0 (1) = V) a2
oz’ o (22 + y2)2
Y2y
(22 + y2)2
0 z(z® +y?) — 2y -2
Uy = Mty oy 2y
9y (=% +v?)
oty
S (@2 +y?)
Betrachte nun 0 € R?, fiir h # 0 ist
h N h
= 0
Also existiert o7 £(h.0) — £(0.0)
7 (00 = Jim S =0
wegen f(0,h) = 0 fiir alle h folgt analog
of
P (0,0) = 0.

5+ (4,1,5)(0.01,—0.01,0.01)*

5+ 0.08
5.08

Also existieren 0f/dx und df /0y iiberall auf R?, f ist in 0 aber nicht stetig, da

h2
h,h) =
_ 1
)
— % h—0
# 0= f(0,0)
Dies widerspricht Satz 8.2.3 nicht, da f in Null nicht differenzierbar ist: Es ist ndmlich:
fh) = J0) _ 1/2-0
[(h, 1)1 hv/2

9=3/2 -1

Verweis
richtig??



Verweis
richtig??

und das konvergiert fiir A — 0 nicht.

8.2.3 Beweisen Sie, dass Summen und Vielfache differenzierbarer Abbildungen wieder
differenzierbar sind
Sei also U C R™ offen, f,g: U — R in z¢ € U differenzierbar und A € R, dann ist

(F+Ag)(@o+h) = flzo+h)+ Ag(zo+h)
f(@o) + f'(xo)h + o([[A]]) + Ag(wo) + Ag'(zo)h + Ao([[A]])
= (f+29) (o) + (f'(x0) + Ag'(wo)) b+ o(||1]])

fir h — 0, da
A R L D (A N 1)
h—=0 ([l h=0 R h=0 [|A]|
= 0+ X0
0.

also o(||hl[) + Xo(|[A]l) = o(||Al]).
Also ist f 4+ Ag in zo differenzierbar mit

(f +29) (x0) = f'(wo) + g’ (w0)

Fiir die Spezialfille A = 1 resp. f = 0 folgt die Behauptung tiber Summen und Vielfache.

8.2.4 Auf Seite 7?7 wurde definiert, was es bedeutet, dass eine Funktion ein o(h) ist. Man
beweise oder widerlege fiir Funktionen ¢, : R™ \ {0} — ]0, 400 [:

(a) Mit ¢ ist auch /@ ein o(h).
(b) Mit ¢ und v ist ap + by ein o(h) fiir beliebige a,b € R.
(c) Mit ¢, ist auch ¢/ ein o(h).
1. Falsch.
Mit o(h) = ||h]|*/? ist @(h) = o(h) fiir h — 0, denn

e 2 Zo, h—o,

Al
aber /@(h) # o(h), denn
RO L —
Rl e R ook =0
2. Richtig.
Seien a,b € R, dann ist
(ap b)) e(h) , h)
Al Al IRl
— a-0+b-0
= 0, h—0

also ap(h) + bw(h) = o(h) fir h — 0.
3. Falsch.
Mit (k) = ||h||* und o = ¢ ist

w(h)
== =lhl =0, h—0
Al

also ¢(h) = ¥(h) = o(h), aber
(/) _ 1 "o

S = o — 00,

([l IRl
also (p/v)(h) # o(h) fiir h — 0.



8.2.5 Geben Sie ein Beispiel fiir eine differenzierbare Funktion f : R" — R an, fiir die
x — grad f(z) von R™ nach R™ surjektiv ist.

Betrachte f = || - ||§, esist firz € R" und 1 < ¢ < n:
gi (z) = 2x;
also

(grad f)(x) = 22
und z +— z ist surjektiv.

8.2.6 Es sei f(p,q) = —p/2 + +/(p2/4) — q, diese Funktion sei auf {(p,q) | p* > 4q¢}
definiert. (Damit ist f(p,q) die gréfere der zwei Losungen der quadratischen Gleichung

22 +pr4+q=0)

Bestimmen Sie grad f bei (0, —4) und geben Sie eine Approximationsformel fiir die grofere
der Losungen von z? — 0.02z — 3.9 = 0 an.

Also zunéchst haben wir

of 1 P
S = 1t
Op 9 /%—q 2
/5 —q
f 1
—=(Pq = —— (-1
0q 9 /§7q
1
2\/§—q
Also
1
p 44/9 44
- 1
- 2
oy - 1
q 2¢/9+4
_ 1
T4

und damit erhalten wir, dass fiir die gréBere der Nullstellen von 2% — 0.02z — 3.9 = 0, also
fiir f(—0.02,—3.9) gilt:

£(0,—4) + f'(p,q)(—0.02, —0.1)"
2+ 0.01 4+ 0.025
= 2.035.

£(—0.02, —3.9)

R

Damit ist alles getan.

Zu Abschnitt 8.3

8.3.1 Sei f(z) := |z||*. Berechnen Sie alle méglichen partiellen Ableitungen (beliebig
hoher Ordnung) von f.
Es ist zunéchst fiir z € R™:
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also fir 1 <i <n:

of
8%’1'

vaéiu

Damit ist fir 1 <4,j < n:

o*f 9 [of

= 26i]'

Sei nun k£ > 3 und seien 1 < i, <n fir 1 < v <k, dann ist

akif(m) — o"* 9 >f
8$i1 e 83:1-,6 o 83:“ e 8301-,%3 awik72 axikflc’)xik
k—3
= 0 0 205y,
8:131'1 e 815%_3 al‘ik_2
k—3
E)xil e ami,h,,
= 0.

8.3.2 Definiere f : R* — R durch

_ [ wy@® =)/ +y?)  falls (2,y) # (0,0)
flz) = { Oy ! ! falls (x,z) = (0,0).

f ist zweimal partiell differenzierbar, aber die gemischten partiellen Ableitungen stimmen
bei Null nicht iiberein. (Der Satz von H.A. Schwarz zeigt, dass man die Gleichheit unter
schwachen Zusatzvoraussetzungen garantieren kann.)

Auf R?\ {0} ist f als rationale Funktion glatt, als auch zweimal partiell differenzierbar,
dort ist:

0 (4 (y(@® = y*) + 2y - 22) (2 + y°) —zy(a® —y*) - 20
gz Y (22 + y2)2
_ B’y —y)(@® +y) — 22’y + 22%°
- (mz +y2)2
_ 2y + daPy? — yf
(2 + y2)2
o gy = (z(z” —y*) — 2y - 2) (2" +°) —ay(a® —y*) - 2y
Ay Y (22 + 42)2
_ (@ = 3ay?)(@® + ) — 22°y? + 2ay’
(22 + 422
_ z® —4a3y? — ayt
= (22 + y2)2
o*f (y) = (5z* — 122%9% — y")(z? + 22%9% + ")
azay Y T (22 +y2)4
- (2 — 4a®y® — zy*) (42> + 4ay?)
(22 + y2)

Da f auf der offenen Menge R? \ {0} glatt ist, ist dort nach dem Satz von Schwarz dort
sicher 0f/0x0y = 8*f /Oyox.



11

Es bleibt also (0,0) zu untersuchen, es ist:

900 = Jim S

Damit folgt, dass

2
97 (0,0 Jim (%(h,@) - %(0,0))

*f . 1rof of

_ gy L. 040-R°
Y h4

= -1

Also ist f zweimal partiell differenzierbar und 8%f /9x0y(0,0) # 6*f /0ydz(0,0).
8.3.3 Essei f:R? = R durch f(z,y) := (z — y)* definiert.

Berechnen Sie (((1,2), V) f(z,y).
Zunéchst berechnet man die partiellen Ableitungen von f bis zur zweiten Ordnung:

ey = 3a-v?1
= 3@-y)’

@) = 3@
= 3(x—y)’

L@y = 6y

sep(ey) = ~6@—y)

%{(%y) = 6(z—y)

Also gilt:
(12,97 @) = ghw) +iga (o) +15 5 @)

= (z—y)(6+4(—6)+4-6)

= 6(z—y).
8.3.4 Nach dem Mittelwertsatz kann man f(xzo + h) — f(z0) stets mit einem geeigneten
to als (h,grad f(zo + toh)) schreiben.

Finden Sie ein derartiges to fiir den Fall f(z,y) = 2?4+ 42, 20 = (0,0) und h = (2,1).
Zunichst ist fiir (z,y) € R? sicher

(grad f)(z,y) = (2x,2y) = 2(z,y).
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und damit fiir ¢p € R:

f(zo+h) — f(zo)

= f(2,1)—f(0,0)

5

<(27 1)7 2(2t07 t0)>
8to + to

= 9%

(h, (grad f)(zo + toh))

also ist

f(zo+h) — f(xo) (h, (grad f)(wo + toh))

< 5 =

<~ tog =

©olonQ
o

8.3.5 Machen Sie sich klar, dass der eindimensionale Mittelwertsatz 4.2.2 ein Spezialfall
von Korollar ?7? ist.

Es sei also n = 1, dann besagt Korollar 4.2.2 doch, das fiir f : U — R, wobei U C R offen,
f stetig differenzierbar, x € U, h € R mit [z, + h] C U ein t € ]0, 1[ existiert, so dass

f(z+h) = f(z) = (h, (grad f)(z + th))

nun ist in R der Gradient die Ableitung und das Skalarprodukt wird zur gewdhnlichen
Multiplikation, d.h. es ist

f(@+h) = f(z) = ['(@+ th)h
Schreibt man nun y:=x + h, { := x4+ th, soist £ € |z,y[ und h = y — z, also:

fy) = f(=)

@)= f@) =&y —2) <= [(§= g

Das ist aber genau die Aussage des eindimensionalen Mittelwertsatzes.

8.3.6 In welcher Richtung ist die Richtungsableitung maximal?

(Zur Losung dieser Aufgabe bendtigt man Abschnitt 8.9)

Wir betrachten ein f € C*(U,R), wobei U C R™ offen und n > 2 ist, und ein = € U.
Eine ,Richtung® im R™ kénnen wir doch durch ein h € "' = {z € R" : [|z||, = 1}
ausdriicken, d.h. wir haben

B N Of
g:h 8hf(a:)—;axi(m)hl

unter der Nebenbedingung F(h) := .7 | h? — 1 = 0 zu minimieren. Mit der Methode der
Langrange-Multiplikatoren haben wir also das Gleichungssystem
g'(h) = AF'(h), F(h)=0

zu 16sen. Zunéchst ist fir 1 < j < n:

3

oy = Y @) o

Oh; — Ox; Oh;
_ of
oF
Th]-(h) 2h;
also folgt
ﬁ(gr) =2XMh;, 1<j<n
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und damit im Fall f'(z) # 0, dass A # 0, also

nun ist
n 2
) = Y (@) 1

i=1

1 2
= agllarad f@)]2 1
= 0
1
e N = Hgrad f@)3
1
= A\ = :|:§||gradf(ac)\|2

Nun ist also das Maxinum unter den Richtungen

L gradf(a)
"= Harad F)1,

zu suchen (im Falle grad f(z) = 0 folgt A = 0 und damit, dass alle h € R lokale Maxima
sind, dann ist die Richtungsableitung konstant 0).

Das ¢ sein Maximum in % annimmt und das die andere Extremalstelle ein Mini-
2

mum ist, wurde bereits begriindet. Die Richtungsableitung ist also in Richtung des Gra-
dienten maximal.

Zu Abschnitt 8.4

8.4.1 zW ..., 2™ und y™P, ...,y seien paarweise verschiedene Punkte des R™. Finden
Sie eine differenzierbare Funktion f : R* — R, die bei den () jeweils ein lokales Minimum
und bei den y(j) jeweils ein lokales Maximum hat.

Betrachte zunéchst f : R — R, definiert durch

._ e >0
fay={ 7, 720

in Band I wurde gezeigt, dass f € C®(R) mit f(0) = 0 fiir alle n € N und damit

/ - —ozx %" 7 g >0
rw={ . 020

Definiere nun ¢ : R — R durch

Dann gilt:
e ¢ € C™(R) als Komposition glatter Funktionen.
e Fiir z < 0 ist p(x) = 0, denn dann ist 1 —2 > 1, d. h. —(1 — z)* < —1, also
—(1—=2)7% > —1, und damit

alz) = e '—f1l—ux)

-1 e—(1—oc)*2

also
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e Fiir z > 1ist p(z) =1, denn dann ist 1 — z <0, also f(1 —z) = 0, und damit

p(z) = e fle! —f(l-a))

— e° f (67 1)
&2 _e2
e -e
= eo

e o ist monoton steigend und streng monoton auf ]0,1[, denn fiir x € 10,1 gilt
zunéchst

&2 —
¢lx)=e" - e = fl-a) - f(1-a)

da 1 — z positiv, gilt auch f’'(1 — x) > 0, weiterhin ist
J)y=e">f1-2)

wegen der Monotonie von f, also ist e — f(1 — ) > 0, d.h. es ist
f’(e71 —f(l—=2))>0

und damit ¢'(x) > 0, was die Behauptung zeigt.

Sei nun € > 0 beliebig, definiere 1 : R — R durch

Y1 () i= @(x+8) w(a_x)

5 &

Dann gilt
e .1 € C(R) als Kompositum glatter Funktionen.
e 1.1(0) =1, denn
Ye1(0) = (1) - (1) =1
e . 1(x) =0 fiir |x| > e, denn fiir z > e ist e —x < 0, also

T+ e

Vea(a) = ¢ (F5) 0 =0,

und fiir z < —e ist x + ¢ < 0, also

ea(@) =0-p (5=7)

51

e 0 < e 1(x) <1fir 0< |z| <eg, denn fiir —e <z <0 ist

0< <1

xr+e
€

und fiir 0 < x < ¢ ist

E—1x

0< <1

und die Aussage folgt aus den Eigenschaften von .

Sei nun n € N beliebig, definiere 9, : R™ — R durch

%,s(w) = wl,s(||13||2)

Dann gilt 1. € C°R") es ist ¥nc(0) = 1, 0 < Yne(x) < 1 fiir 0 < |lzf|, < € und
Pn,e(x) = 0 fiir [|z]|, > €, insbesondere hat ¢ in 0 ein isoliertes lokales Maximum.
Seien nun (9, 1 < i < k, y), 1 < j < ¢ beliebige paarweise verschiedene Elemente des
R™. Es sei nun

A={zD:1<i<klu{yV:1<j<}
und

1
= — - mi — b,
€ arrglen lla — o],

4
a#b
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dann haben je zwei der gegebenen Punkte mindestens den Abstand 4¢, insbesondere exi-
stiert zu jedem z € R™ hochstens ein @ € A mit ||z — al|, < e. Definiere nun x : R™ — R
durch

k Y4
x@%:E:wmﬂx*mm)fEwadxfﬁﬂ)

dann hat y die geforderten Figenschaften:
e x € C*(R™) als Komposition glatter Funktionen.

e Fiir jedes x € R™ ist hochstens einer der auftretenden Summanden von Null ver-
schieden, da fiir hochstens ein a € A auch ||z — a||, < ¢ ist, genau dann ist ¢ (2 —a)
verschieden von Null.

Also ist —1 < x(z) < 1 fiir z € A und
X(x(i)) =tne(0)=1, 1<i<k

sowie '
X)) = —tne(0) = =1, 1<j<4
und damit sind z* resp. y(j) sogar globale Maxima resp. Minima.
Also ist alles gezeigt.

8.4.2 Welcher Quader mit Volumen V hat minimale Kantenlénge?
Fiir einen Quader mit den positiven Kantenldngen x,y und z ist das Volumen durch V =

ryz gegeben, also ist
%4

Yy

Die Kantenlédnge L ist damit durch

L(z,y) = 4(z+y+z(zy)
\%
= 4 (1’ +y+ —)
Yy
Damit ergibt sich
oL \%
gz - 4(1-
e = a(1- %)
oL \%
g - 4(1-
S = a(1- )
oL
a2 Y = 3y
*L (@y) = 4V
oy Y T e
oL
8y2 ay - Ll’yS
Notwendig fiir ein Extremum ist grad L(z,y) = 0, d.h.
R N L)
z?y 1?2
2y = y A V =ay’
= :z:y2 = mgy AV = zy?
X =y A V=2
3oy = W

Aus z = V/(zy) folgt nun z = V/V = z = y, der gesuchte Quader ist also ein Wiirfel, seine
Kantenlédnge ist durch ’
L=12VV

gegeben.
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8.4.3 Eine Siule habe als Grundfliche ein gleichseitiges Dreieck. Wie muss sie ausse-
hen, damit sie bei vorgegebener Oberfliche ein maximales Volumen hat? Wie, falls bei
vorgegebenem Volumen die Kantenlidnge minimal sein soll?

Es bezeichne a die Seitenldnge des Grunddreicks, h die Hohe der Séule, G den Flacheninhalt
des Grunddreiecks, O die Oberfliche, V' das Volumen und L die Gesamtkantenldnge der

Séule, dann gilt zunéchst:
HeroNsche Formel 3 1 3
V3,2
4
Vv = G-h
O = 2G + 3ah

= ?aQ + 3ah

L = 6a + 3h.

a .

e Sei zunéchst die Oberfliche O gegeben, wir haben dann

_o_ 1.
3a 43
und damit ist
Via) = ?aQ h
_ VB0, 1.
o 12 16

Wir erhalten

S
Q
w

Vi(e) = 1é ——16a
3
-‘v// _ _ 2

Notwendig fiir eine Extremalstelle ist V' (a) = 0, es gilt

V'ia) = 0
s V3.0
6% T 12
— o = A0
3v3
> a = +2.37%*. sqrtO

sinnvoll ist nur die postive Kantenlénge, also a = 2 - 373/4./0, die Hohe der Siule
ist dann

) 1 _3/4
h = — L2 .
2-374.0 43 3 Vo

1 il
'%-\@—3 1/2§~3 /4.0

@ . (3—1/4 . 3—5/4)

[\

Da V" fiir positive a negativ ist, ist dies tatsiichlich ein Maximum
e Ist das Volumen V' gegeben, so gilt

R\
V3a2
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und damit

L(a) = 6a+3h
V3.4V
2

a

6a +

wir haben also
V3.8V
a3
V324V

4

=

=

&
|

6 —

a

Notwendig fiir ein Mininum ist L'(a) = 0, es gilt

L'(a) = 0
<~ 6a®> = 3.8V
— d® = 37V2.4v
e a = 37VY6.023. .y

Da L"(a) fiir postive a postitiv ist, ist dies tatséichlich ein Minimum. Die Hohe ist
dann durch

4V
31/2.3-1/3.94/3 .\/2/3

—  92-4/3 31/3—1/2 . W
2%/3. 316 .YV,

8.4.4 Man beweise oder widerlege:
(a) Summen und positive Vielfache positiv definiter Matrizen sind positiv definit.

b) Alle Ak seien pOSitiV definite Matrizen, sie sollen komponentenweise egen eine Ma-
geg
trix A konvergieren. Dann ist auch A pOSitiV definit.

(c) Die Determinante einer negativ definiten Matrix ist negativ.

1. Das ist richtig. Seien A, B € R™*" positiv definit und h € R™, h # 0, dann ist

((A+ B)h, h) = (Ah + Bh, h)
(AR, h) 4 (Bh, h)

A, B positiv definit

Also ist A + B positiv definit.
Sei nun A > 0. Fiir h € R™, h # 0 folgt wegen der postiven Definitheit von A:

(M), h) = A(Ah,h)
> 0.

Also ist AA positiv definit.

2. Das ist falsch. Es sei Ay := %Id fir K € N, dann gilt Ay, — A := 0 komponentenweise
und fir h € R™, h # 0 ist

(L n) = Ly
(Axh,h) = <kh,h> = <lnll3 >0

und

(Ah,h) = (Oh, h) = 0

also sind alle Ay postiv definit, ohne dass A es ist.
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3. Das stimmt genau dann, wenn n ungerade ist. Ist A negativ definit, so ist — A positiv
definit, hat also insbesondere eine positive Determinante, wegen

det A = (—1)" det(—A)

ist det A genau dann fiir alle negativ definiten A € R™*™ negativ, wenn n ungerade
ist.

8.4.5 Fiir welche « ist die Hessematrix von z? + axy + y? iiberall positiv definit?
Es ist zunichst

of _
of _
o*f
@(x,y) = 2
*f
axay (x7y) - @
Of
BTJQ(UC,ZJ) = 2
Also ist
2 «
d.h.

det Hy(x,y) = 4 — o®
Nun ist Hf(x,y) genau dann postiv definit, wenn 2 > 0 und 4 — o® > 0, d.h. genau fiir
alle a €]-2,2].

8.4.6 Finden Sie eine konvexe Teilmenge des R?, auf der die Hessematrix der Funktion
x* + zy + y* positiv definit ist. Dort ist diese Funktion folglich konvex.

Es sei K := {(z,y) € R? | 2,y > 1/4/12}, dann ist K konvex, denn fiir X = (z,y),Z =
(&,m) € K und A € [0,1] ist

M+ (1=NE > \/%A—k\/%(l—)\)
1
ViV
A+ (1—=XNn > \/%A+\/%(1—A)
1
ViV
also AX + (1 - M= € K.
Weiterhin ist
ey = 4y
L = oru
SEZ(x,y) = 1222
Bizy(x’y) =1
g—:f;(x,w = 12

und damit

1222 1
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d.h. Hy(z,y) ist genau dann positiv definit, wenn
122% > 0 und 1442%y* —1>0
auf K ist dies erfiillt, denn fiir (z,y) € K ist

1
1242 12-
x > 2
= 1
1
14422y -1 > 144- T
> 0.

also ist f|x konvex.

Zu Abschnitt 8.5

8.5.1 Beweisen Sie, dass Summen und Vielfache differenzierbarer Abbildungen differen-
zierbar sind.
Sei also U C R™ offen, f,g: U — R™ in z¢ € U differenzierbar und A € R, dann ist

(f+A9)(wo+h) = [flzo+h)+Ag(zo+h)
= f(wo) + Jr(zo)h + o([[hl]) + Ag(wo) + AJg(wo)h + Ao(||A]])
= ([ +Ag)(xo) + (Jr(z0) + Ag(w0)) b + o([I]])
fur h — 0.
Also ist f 4+ Ag in z¢ differenzierbar mit
Jriag(x0) = J5(w0) + Ay (o)
Fiir die Spezialfdlle A = 1 resp. f = 0 folgt die Behauptung iiber Summen und Vielfache.

8.5.2 Finden Sie fiir die folgenden Matrizen A die bestmogliche Konstante L, so dass
|AR|| < L||h|| fir alle h gilt:

A:(”)’A:<(1) 105>’A:((1) 1)

Es ist die bestmogliche Konstante sicher durch

Ah
I — | Ah]l,
nzo IRl

gegeben.
e Fiir A = (n) ist

nzo |h]
= supmw
h#£0

Il
A

e Hier ist mit ho = (0,1) € R?%:
15 = ||(0,15)
= |lAho
[ Aho
[[Roll
[ AR,

sup =1L
o [|Rll,

V% + 255h3
sup Y—————2
h;é% Vh2+ hi
B /2552 + 255h2

Il
Il

Il

IA

sup
h#£0 Vh?+ h3
= 15.

also L = 15.
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e Hier ist mit ho = (1,2 — v/2) € R? zunichst

|\ho\|2:\/1+4—4\/§+2:\/7—4\/§

und damit

=l (GG

Vi—avz kol 2
_ 1Akl
Iholl,
Ah
< 1ARl, _
nzo [Pl

sup (h1 4+ h2)? + h%
h£0 Vh%+ hi
17 — 10v2
SuUp ———
h£0 /T — 44/2
V17— 10v2
VT —4v2

IN

also L = 7‘17%/5.

7T—42
8.5.3 Berechnen Sie die Jacobimatrix fiir die durch
(@1,...,@n) = (Tn, Tn_1,...,21, ||z|?)

von R™ nach R™*?! definierte Funktion.
Es ist fir x € R™:

Oxyn/Ox1 -+ Or1/dx1  9/Oxi|z||’
Jp(z) = : :

0%y /0xy -+ Ox1/0xn 8/8xn||x||§

0 0 2z

1 0 2z,

8.5.4 Essei f:R™ — R eine differenzierbare Funktion.
(a) Man definiere ¢ : R — R durch ¢(t) := f(tx), wobei x € R"™ vorgegeben ist.
Berechnen Sie ¢'(¢).
(b) Man zeige: Gilt
((grad f)(z),z) =0

fiir alle x, so ist f konstant.

1. Nach der Kettenregel gilt
d
"ty = fltz)- —t
IO = [l
= ((grad f)(tz),z)

2. Sei z € R™ und g wie in a), nach Voraussetzung folgt g’ = 0, also die Konstanz von
g, insbesondere ist

f(0) =g(0) = g(1) = f(x)
da z € R™ beliebig war, folgt f = f(0), d.h. f ist konstant.
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8.5.5 Essei f(z,y) = (z +y,2* 2+ zy?). Finden Sie eine Niherungsformel fiir f in der
Nihe von (2,2).
Zunéchst ist:

1 1
Je(x,y) =1 322 0
y? 2axy
und damit
1 1
£(2,2) = (4,8,10), J;(2,2)=| 12 0
4 8
Also gilt fiir h € R? mit ||h|| < 1, dass
1 1
f24+h1,2+hs) ~ (48100 +( 12 0 |nA
4 8

(4 + hy + ha,8 4 12h1,10 + 4hy + 87) .

8.5.6 In einem Strémungskanal sei die Windgeschwindigkeit bei (z,y, z) durch (y,z,2)
gegeben. Ein Teilchen bewegt sich so, dass es zur Zeit ¢ bei (1,¢,t) ist. Berechnen Sie mit
der Kettenregel die Verdnderung der Windgeschwindigkeit aus der Sicht des Teilchens.
Wie miisste die Bahn des Teilchens sein, dass es Windstille empfindet?

Es sei k(t) = (1,t,t) der Ort des Teilchens zur Zeit ¢ und w(t) die Windgeschwindigkeit in
k(t) zur Zeit t, d.h. k = f o k, also ist nach der Kettenregel

w'(t) = Jr(k(t)k'(t)
10 0
= 0 0 1
0 0 1

OO = OO

die Windgeschwindigkeitsdnderung aus der Sicht des Teilchens.

Das Teilchen empfindet Windstille, wenn k'(t) = (f o k)(¢) fiir alle Zeiten ¢ gilt (wobei
wieder k = (ki, k2, ks)® der Ort des Teilchens sei), d.h. wenn sich das Teilchen zu jeder
Zeit in Richtung des Windes bewegt, wir erhalten das Differentialgleichungssystem:

ki(t) = ka(t)
kay(t) = ka(t)
ky(t) = 2

k(0) = (1,0,0)"

unter der Annahme, dass das Teilchen im selben Ort starten soll.
Sofort folgt k3(t) = 2t fiir alle ¢, setzt man die zweite Gleichung in die erste ein, so folgt
kY = ko, also

ka(t) = e’ + Be™*

fiir gewisse «, 3 € R. Nun folgt aus der zweiten Gleichung, dass
ki(t) = kh(t) = ae’ — Be*
und damit aus der Anfangsbedinung, dass
a—pF =
a+pf = 0

also a = - =1/2.
Das Teilchen muss sich also von (1,0,0) aus entlang des Weges k(t) = 1/2(e’ + e~
e~ ', 4t)* bewegen.

t .t
;€ —
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Zu Abschnitt 8.6
8.6.1 Wo ist die Jacobideterminante von (z,vy,2) — (22, y*, 2% + > + 2) von Null ver-

schieden?
Es bezeichne f die Abbildung f : (z,y, z) — (2%,9®,® + 3® + 2), dann ist

2r 0 0
det J¢(z,y,2) = det| 0 3% 0
2¢ 2y 1

= 2z-3y°-1

= 63:3/2

Also ist det Jy(z,y,2) #0, d.g.w.  # 0 und y # 0.
8.6.2 Berechnen Sie fiir (z,y) — (2, —y?) die Jacobimatrix der inversen Abbildung bei
(1,1).
8.6.3 Man zeige, dass jede stetige lokal injektive Abbildung f : R — R injektiv ist. Gilt
das auch fiir beliebige Abbildungen?
Sei also f : R — R lokal injektiv und stetig. Angenommen f wire nicht injektiv, dann
existierten z,y € R mit f(z) = f(y), es sei & € |z,y [ (das Intervall kann offen gewé#hlt
werden, da f(z) = f(y) ist, und somit ein Maximum entweder iiberall oder im Inneren
angenommen wird) mit

f(&) < f(&), firalez<{<y
Da f lokal injektiv ist, existierte eine Umgebung U von &, so dass f|y injektiv ist, ohne
Einschrinkung sei U C Jz,y[. Es sei € > 0 so, dass [£ —&,£ +¢] C U, weiter gelte ohne
Einschriankung®) f(€ — ) < f(€ + ). Also gilte

f€—e) < [f(§+e) < ()

Wegen der Stetigkeit von f existierte ein n € [£ —e,£] mit f(n) = f(£ + ) was wegen
1n,€ + € € U der Injektivitidt von f|y widerspriche.

Also ist f injektiv.

Ohne die Voraussetzung der Stetigkeit ist das falsch. Betrachte f : R — R gegeben durch
f(x) =z fiir x > 0und f(x) =1+ fiir z < 0. Dann ist f lokal injektiv: In allen z # 0 ist
f als in einer Umgebung differenzierbare Funktion mit Ableitung 1 nach dem Satz iiber die
inverse Abblidung lokal injektiv. Fiir = 0 betrachte U :=]—1/2,1/2[. Es seien y,z € U
mit f(y) = f(z) und (0.E) y < z, sind y,2z < 0, so folgt 1 +y = 1+ 2, also y = z, analog
fiir y, z > 0. Bleibt also der Fall y < 0 und z > 0. Dann ist

fe)=2<y=1-5<1-y=J@)

was f(y) = f(z) widerspricht. Also tritt dieser Fall nicht ein und f ist in 0 lokal injektiv.

8.6.4 Definieren Sie lokal bei 1 € C eine komplexe Quadratwurzel: Es soll also w : U — C
auf einer Umgebung U von 1 so definiert werden, dass w — aufgefasst als Funktion einer
Teilmenge des R? in den R? — differenzierbar ist und dass (w(z))2 = z fiir alle z € U gilt.
Setze U := {z € C : Rez > 0}, dann ist U offen. Definiere fiir z = z + iy) € U:

wlz) = ula.g) + ivfa,g)) = | YV \/Ty—x

dann ist (u,v) : R? D U — R? als Komposition differenzierbarer Abbildungen differen-
zierbar und fiir z = x + iy € U ist (beachte y > 0):

wiz) = u(z,y) — v (2,y) + 20 (e y)o(e,y)

2 2 _ 2 2 2 2 _ 2
ety + T4 +y +x+2i. [z +y? —x
2 4
2x .
= gty

y>0

T+ 1y

= z

Dsonst betrachte — f
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Eine solche Funktion war aber anzugeben.

8.6.5 Essei f:R*® — R® durch f(x,y,2) := (z,y,2> + siny + 2yz) definiert. Fiir welche
offenen Teilmengen O C R® kann man aufgrund des Satzes von der offenen Abbildung
garantieren, dass f(O) offen ist?

Es sei Q := {(2,9,2) € R®: det J;(z,y,2) # 0}, fiir alle offenen O C Q kann garantiert
werden, dass f(O) offen ist. Es bleibt Q zu bestimmen, man hat zunéchst

1 0 0
det Js(z,y,2) = det 0 1 0
2¢ +yz cosy+xz xy
= 1-1-zy
Ty

Also ist Q = {(zx,y,2) ER®*: 2 A0 Ay #0}.

Zu Abschnitt 8.7

8.7.1 Es seien (z;,7:) € R? fiir i = 1,...,m. Durch diese ,,Punktwolke“ soll eine Gerade
z — ax + b gelegt werden, die die Punktwolke moglichst gut approximiert. Das soll be-
deuten, dass die Summe der quadrierten Absténde, also > !, (ax; + b — y:)?, so klein wie
moglich ist.

Finden Sie Formeln fiir diejenigen a und b, die diese Extremwertaufgabe 16sen.

Esist also f: R? = R, (a,b) — Y7, (ax; + b — y;)? zu minimieren, zunichst ist

%(a,b) — ;Qxi~(a$i+b_yi)
of

S
=
s

|

s
Il
—

2(ax; + b — ;)

Notwendig fiir ein Minimum ist (grad f)(a,b) = 0, es gilt, wobei zunéichst angenommen
wird, dass >/", z7 > 0:

(grad f)(a,b) 0

— 2aixf+2bixi 2Zm:x¢yi
=1 =1 =1
/\Zaixi—i—m-b = Qiyi

=1

i=1
2ty Ty b, @i

m 2

i=1 L

— a =

m

/\Qain—i—m-b = 2iyi
i=1

=1
Doy iy — by a

m 3

Doy iy — b a
=1 i=1
m
PO

m m 2
Ab - my wl — 2 (00 @) — 9 D i e = 2 @i Yo Ty
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Fiir den Fall, dass m Y " =7 — (30, xi)Q # 0, ist das gleichwertig zu

2211 TilYi — bZL i

a =
217'11 3
Ab = 9. DIMEETED DU D DU TR DU 277
- 2
my L,z —2 (Zﬁl a:z)
2
o = Zhamw Tl Rliwe Rl -REec T o

PDHBE i=1Ti my L -2 (X0, xi)Q

Ist dagegen m > | a7 — >=r, xi)z =0, so existiert im Falle

m m

i=1

i=1 i=1 i=1
keine Losung, anderenfalls kann b € R beliebig gewdhlt werden, und a ergibt sich gemé&f

o= P iy — b @
m

Ist schlieBlich ", z? =0, so folgt x; = 0 fiir alle 4 und das urspriingliche Gleichungssy-
stem lautet jetzt

m
0=0Amb=2>
i=1
eine Losung ist also durch b = % >, yi, a € R beliebig gegeben.
Das tatséchlich ein lokales Minimum vorliegt, ergibt sich aus der Geometrie der Abbildung,

da

m 2

_ 21’7; 2£Ei

i=
fiir alle a,b € R negativ semidefinit ist.
8.7.2 Essei f: R — R eine differenzierbare Funktion. Wir wéhlen auf der z- bzw.
y-Achse neue Koordinaten durch Ubergang zu 2z bzw. 3?; in den neuen Koordinaten hat
f also die Form F'(u) = (f(2u))2 Driicken Sie die Ableitung von F' durch die von f aus
und finden Sie ein Beispiel, in dem F’ eine einfachere Form hat als f'.
Es ergibt sich nach der Kettenregel, dass

F'(u) = 2f(2u)-f(2u)-2
Af(u)f'(u)
fir f(z) =4/2+ %sint ist
f(z) = ! lcost* cost

21/2+%sint 2 4\/1+%sint

F'(u) = 4f(u)f' (u) = cost

also
also ' ,einfacher“ als f'.
8.7.3 Fir ein fest vorgegebenes R > 0 sei ein Quader @@ durch
Q:=[0,R] x[0,27] x [0,27]
definiert. Fiir (r, ¢, 1) € Q definiere
T(r,¢,1) := ((R+rcost)cos g, (R+ rcosi) sing, rsini),

diese Abbildung beschreibt die Parametrisierung durch Toruskoordinaten.
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(a) Was fiir eine Fliche im R wird beschrieben, wenn zwei der Variablen fest gelassen
werden? Was ist zum Beispiel die Menge der T'(r, ¢, ) fiir ein festes r € [0, R],
wenn ¢, alle Werte in [0, 27| durchlaufen?

(b) Wie sieht die Bildmenge von T aus?

(c) Zeigen Sie, dass T auf dem Innern von @ differenzierbar ist und dass die Jacobi-
determinante dort nirgendwo verschwindet.

1. e Sei zuniichst r € [0, R] fest. Dann ist die Menge der T'(r, ¢, %) die Oberfldche
eines Torus?, denn: Hilt man auch noch ¢ fest, so ist die Menge T(r,,1) ein
Kreis um (R cos ¢, Rsin ¢, 0) mit dem Radius r und fiir festes ¢ ein Kreis mit
dem Radius R + rcos® um (0,0, rsin).

e Hilt man ¢ € [0, 27] fest, und zusiitzlich r, so erhilt man wieder einen Kreis
um (R cos ¢, Rsin ¢, 0) mit Radius r, hilt man 1 zusétzlich fest, so ergibt sich
eine Strecke von (R cos ¢, Rsin ¢, 0) in Richtung (cos v cos ¢, cos 1) sin ¢, sin 1),
insgesamt ergibt sich also fiir festes ¢ der Vollkreis um (R cos ¢, Rsin ¢, 0) mit
Radius R.

e Hilt man v € [0, 27 fest, so ergibt sich bei zusitzlich festgehaltenem r wieder
ein Kreis mit Radius R + rcost um (0,0, 7sin), fiir zusétzlich festgehaltes
¢ die Strecke, also insgesamt ein Teil eines Kegel-/Zylindermantel, den man
erhélt, wenn man die Strecke um die z—Achse rotiert.

2. Das Bild von T erhilt man leicht unter mit Hilfe der Uberlegungen aus a). Es ist
der entartete Torus, fiir den beide Radien R sind.

3. T ist differenzierbar als Komposition differenzierbarer Abbildungen, man erhélt

cos Y cos ¢ cos Y sin sin ¢
det Jr(r,p,p) = det | —(R+rcosy)sing (R +rcost)cosp 0
—7r cos psiny —7rsin @ sin Y 7 COs Y

. . cos Y sin ¢ sin )
= (R+rcos®)sinpdet (—rsincpsinw rcosw)

+(R+TCOS¢)COS¢det( cos Y cos Sln¢>

—rcospsiny rcosy
= (R+rcostp)rsin® pcos® 1 4 (R 4+ rcos)rsin® psin® ¢
+ (R + rcos)rcos ©® cos® Y + (R + 1 cos )7 cos % sin” 1
= (R+rcosth)r(sin® + cos ) (sin” ¢ + cos” @)
= (R+rcosy)r

und dieser Ausdruck ist auf dem Innreren von @ positiv, da dort » > 0 und
(R4+rcosy) >R—r>0

gelten.

Zu Abschnitt 8.8

8.8.1 Interpretieren Sie die so genannte p—g-Formel fiir quadratische Gleichungen aus
der Schulmathematik mit dem Satz iiber implizite Funktionen: Wann kann man Losungen
z der quadratischen Gleichung % + pz + ¢ = 0 als Funktion von p und ¢ darstellen? (S.a.
Aufgabe 8.2.6.)

Es ist also zu untersuchen, wo f(p,q,z) = 0 mit f(p,q,z) = z® + px + ¢ lokal nach x
auflosbar ist, hinreichend dafiir ist 0f/0z(p, q,z) # 0, d.h.

204+p#0 <= p# 2z — :v;é—g,

das sind aber genau die Punkte (p, ¢, ) wo (p—¢-Formel!) x doppelte Nullstelle von z* +
px + q ist, anderenfalls ist = lokal implizit definiert.

2)Ein Torus sieht im wesentlichen aus wie ein Doughnut, und Topologen kénnen ihn nicht von
Kaffeetassen unterscheiden.
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8.8.2 Zeigen Sie, dass die Bedingung aus dem Satz iiber implizite Funktionen nur eine
hinreichende Bedingung ist: Auch wenn 9f /0y gleich Null ist, kann y implizit definiert
sein.

Betrachte f(z,y) = « — y*. Dann ist 8f/0y(x,y) = —3y?, also df/dy(0,0) = 0. Dennoch
ist y durch f(z,y) = 0 implizit definiert, da mit ¢ : R — R, z — sgnx {/|z| gilt, dass fiir
rzeR:

flz, () =2 — (sgnz)®|z| = 2 — sgnx|z| = 0.
8.8.3 Fiir welche a € R sind y1,y2 durch die Gleichungen
r+ayr +2y2 =0,  —y1 —ay2 =0
bei (0, 0,0) als Funktion von x darstellbar? Wenden Sie zuniichst Satz ??7 an, die Funktio-

nen sollen dann auch explizit angegeben werden.
Schreibe zuniichst fiir festes @ € R und beliebige y € R?, z € R:

2
s s ()5 )

—a

Zu untersuchen ist also, fiir welche a die Gleichung fo(z,y) = 0 den Vektor y implizit
definiert, d.h. det 9[y] fa(0,0) # 0 gilt.

Es ist zunéchst

—a

a 2
o0 = (4 2,
wie man aus obiger Darstellung erhélt, weiter ist

a 2
det (_1 —a)

det 9[y] f.(0,0)

= —a2—|—2
= 0
2
<~ a = 2
= a = +V2

Fiir alle a # ++/2 ist also y durch fa(z,y) = 0 in (0, 0) implizit definiert.
Ist dies der Fall, so gilt dann

Damit ist y explizit dargestellt.

Zu Abschnitt 8.9

8.9.1 Behandeln Sie die Probleme aus Aufgabe 8.4.3 noch einmal unter Verwendung von
Lagrange-Multiplikatoren.

Wie in Aufgabe 8.4.3 sei a die Seitenlénge des Grunddreicks, h die Hohe der Saule, G den
Flicheninhalt des Grunddreiecks, O die Oberfliche, V' das Volumen und L die Gesamt-
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kantenlénge der Saule, dann gilt zunéchst:

Heronsche Formel 3 1 3
G = \/ 50" g%
V3 2
4
\4 = G-h
V3 5

= T

0] = 2G + 3ah

= ?az + 3ah

L = 6a + 3h.

Weiterhin sei a := ?.
Wir erhalten also fiir die beiden zu lésenden Probleme:
e Zu maximieren ist V(a,h) = aa®h unter der Nebenbedingung Ni(a,h) = aa® +
3ah — O = 0. Zu 16sen ist also das Gleichungssystem
(grad V)(a, h) = (2aah, aa®) = A(2aa + 3h, 3a) = A(grad N1)(a, h), Ni(a,h) =0
d.h.
20ah = 2ada + 3\h, aa® = 3Xa, aa® +3ah — 0 =0
Aus Gleichung zwei folgt sofort, dass a = 3Aa~', setzt man das in die anderen
Gleichungen ein, so folgt

6Ah = 6% + 3A\h, abA® + 9 a th— 0 =0

aus der ersten Gleichung folgt nun (A # 0, denn A = 0 impliziert a = 0, was sinnlos
ist), dass h = 2\, setzt man das in die zweite Gleichung ein, so folgt

abA? +18)\2a ' —0 =0
und damit

A = +V0- o1
Vba + 18a~1

1
= +/0.
V6-31/2.2-2 418 -3-1/2.22

— +V0. L
\/33/29-1 + 33/293

1
= =0 38/4y/2-1 1 23

1
= +vo  —M
33/4.24/2 432
vo
2

.373/4 g4—1/2

= =+

Also ist
h=0. 3734 3471/2

und damit
3@ .373/4 34-1/2 92 3-1/2
2
— 2\/5.3—1/4.34—1/2
e Zu minimieren ist L(a, h) = 6a +3h unter Na(a, h) = aa’h —V = 0. Man erhilt das

Gleichungssystem
6 = 2 aah, 3 = dad®,aa’h —V =0
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Aus der zweiten Gleichung folgt, dass A # 0 und a® = 3A"'a !, also (da nur a > 0
interessant ist, dass a = 3Y/2A71/2a7Y/2  also

312 = A2 2h, 30" h — v =0,
aus der ersten Gleichung folgt nun h = 312X 7124712 = g, und damit
A =Va ! = a=VV.a VP =V .371/622/3

also
a=h=VV. 37102253

8.9.2 Wo ist die L'-Norm auf der euklidischen Kugeloberfliche am gréften? (Gesucht ist
also ein (z1,...,on) mit 3 4+ .- + 22 =1, so dass &1 + - - - + z,, maximal wird.)
Zu minimieren ist also f(z) = 31" | x; unter N(z) = 31" 7 — 1 = 0, zu lésen ist also

das Gleichungssystem
(grad f)(z) = (1,...,1) =2X -z = A(grad N)(z), N(z) =0

Aus Gleichung eins, folgt, dass x; = i fiir alle 4, und durch Einsetzen folgt also

n

1 1
0=N(@)=> ai-1=) —5 -1 /\Q:E — A:i@

=1 =1
d.h. es ist 2; = £n /2 (selbes Vorzeichen fiir alle n). Nun ist
f(nl/2 n1/2) =n3?> p¥?% = f(fnl/2 fn1/2)

das Maximum wird also fiir z = (n'/?)1<;<, angenommen.
8.9.3 Welches Gleichungssystem ist zu loésen, um das Maximum von (z,y, z) — x auf der
Menge
{(@y,2) [a* +y"+ 27 =1, 2" —y* - 2" =2}
zu finden?
Es sei f(z,9,2) =, Ni(z,y,2) = 2° + y* + 2> — 1 und Na(z,v,2) = 2% — y* — 2°.
Zu maxmieren ist f unter Ni(z,y, z) = Na2(z,y,2) = 0. Man hat also nach der Lagrange
Methode das Gleichungssystem

(grad f)(x7ya Z) = Al(grale)(x>y7 z)—&—)\z(grang)(:c,% Z) =0, Nl(x7y7 Z) = Nz(m,y,z) =0

zu losen, also

21 + 22
= Qy)\l - Qy)\z
2Z)\1 — ZZ)\Q

= " +y’+27 -1

2 2 2
= -y —z

o o o o
Il



