Zu Abschnitt 6.1

Zu Abschnitt 6.1

6.1.1 Man zeige direkt (ohne Verwendung des Hauptsatzes der Differential- und Integral-
rechnung):

a) t+ t? ist integrierbar auf [0, 1], und fol t2dt = 1/3.
b) t— 1/t ist integrierbar auf [1,¢], und [ % =1.
a) Sei n € N beliebig, man definiere zwei Treppenfunktionen Tf") und T2<") durch

T1<n) :[0,1] — R
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Man zeigt nun 7'1(") <f< 7'2(”) auf [0,1], sei also z € [0, 1] beliebig, dann gilt

e Im Fall x =1 ist 7'1(”)(1) =f(1) = 7'2(")(1) =1, also gilt die Behauptung.

e Im Fall x < 1 existiert genau ein 0 < k < n —1 mit = € [%, %), dann gilt
% <z< % und aufgrund der Monotonie der Quadratfunktion auch:
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Dies war aber die Behauptung.

Man bestimmt als néchstes die Integrale der Treppenfunktionen Tf") und 7'2(") iiber

: (E2-5)-(5)]
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Da f als stetige Funktion auf dem kompakten Intervall [0, 1] beschrinkt ist, existieren
das Ober- und Unterintegral von f und es gilt 1. (f) < I*(f), weiterhin gilt aufgrund
der Definition von Ober- und Unterintegral:

L(f) = sup /()T(t)dt
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Zusammen gilt also I"*(f) <
1.4 stets) folgt

also ist f auf [0, 1] integrierbar mit foth dt = %

b) Man zeigt zunichst als Vorbereitung:
VieR :e*" > 14z

Fir z = 0 gilt die Behauptung wegen e® = 1, sei also & # 0, dann existiert nach
dem Zwischenwertsatz ein £ ziwschen 0 und x mit
13 e’ —1

et = = e® =1+ zet
T

Man unterscheidet nun zwei Fille:

o x>0
Hier ist & € (0, ), also & > 0 = ¢ > 1 und damit

Sm>0,e5>1

e’ =1+ ze > 14z

e <0
Hier gilt analog £ < 0, < 1, also

§—m>0,e5<1
e >

ez:1+xe§:17(fx) l1—(—2)=1+z

Das war aber zu zeigen.

Sei n € N beliebig, betrachte die beiden Treppenfunktionen 7'1(”) und 7'2(”) definiert
durch:

7'1(") :[l,e] — R
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und
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Man zeigt nun 7—2(”) < < 7™ auf [1,¢], sei also = € [1,¢] beliebig, dann gilt

o Im Fall z = e ist T1(n>(e) = f(e)

e Im Fall z < e existiert genau ein 0 < k < n— 1 mit z € [e%,e

= 7'2(") (e) = 1, also gilt die Behauptung.
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n

), da

die Exponentialfunktion bijektiv und streng monoton steigend ist, dann gilt

k k1 . . .
en <z <e n und damit der Exponentialfunktion auch:
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Dies war aber die Behauptung.

Man bestimmt als néchstes die Integrale der Treppenfunktionen 7

[1,e]:
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Aufgrund der Voriiberlegung gilt nun:
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Weiter gilt mit Hilfe der Regel von I"Hopital:
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Daraus und aus obiger Abschiitzung fiir die Integrale von Tl(n) und 7'2(") folgt unmit-

telbar: R .
inf € N / M) dt=1=supeN / M (t) dt
n 1 n 1

Fiir Ober- und Unterintegral der Funktion g ergibt sich nun:

L(9) = sup /T(t) dt
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Also gilt I.(g9) > 1 > I"(g), nach Lemma 1.4 gilt aber I.(g) < I*(g), also gilt

L.(g9) =I"(9) :I, L.e. g ist integrierbar auf [1,e] und es gilt [[ 9 =1.

Das war aber zu zeigen.

6.1.2 Man zeige, dass

£ t  falls t rational
0 falls ¢ irrational

nicht integrierbar auf [0,1] ist.
Nach Lemma 1.4(ii) ist nur zu zeigen:

1
36>OV7’1,T2 ETI‘[O,l]:T1 §h§T2:>/(T2—T1)(t) dt > ¢
0

Wihle € := %, seien 71,72 € Tr[0,1] mit 1 < h < 7.

e Man zeigt zunéchst: foln (t) dt <0:
Da 71 n.V. eine Treppenfunktion ist, kann man n € N und 0 = 2o < z1 < -+ <
Zn = 1 so wéhlen, daBl 7y fiir 0 < k < n—1 auf (x, zx+1) konstant ist, sei der Wert
von 7 (t) auf diesem Intervall mit ¢, bezeichnet.



Fiir alle 0 < k < n — 1 existiert nun aber aufgrund der Dichtheit der irrationalen
Zahlen in R eine irrationale Zahl r so, dafl xx < r < xk41, wegen 71 < h folgt
¢y = 11(r) < h(r) =0, da r irrational ist.

Man erhélt nun:
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Das war aber zu zeigen.

Nun zeigt man: folrg(t) dt > 1:

Auch fiir 7 existiert n.V.einn € Nund 0 =xzo < 21 < --- < z, = 1, so dafl m
fiir alle 0 < k < n — 1 auf (xk, zr+1) konstant gleich ¢, € R ist. O.E. gebe es ein
0 < ko <mn mit g, = % (kann durch Einfiigen eines weiteren Unterteilungspunktes
stets erreicht werden.

Wegen 12 > h > 0 n.V., gilt fiir alle k: ¢, > 0, weiterhin existiert aber zu jedem
ko < k < n —1 eine rationale Zahl r mit x5, < zx < r < z41 (Q ist dicht in R),
also gilt:

1
ck =72(r) > h(r)=r > xk, = 5

somit ergibt sich:
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Man erhélt also, da die Integration auf dem Vektorraum der Treppenfunktionen iiber [0, 1]
eine lin. Abbildung ist:

/01(7'2—7'1)(t) dt = /Osz(t) dt—/01T1(t) dt
i
1
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Das war aber zu zeigen, somit ist h nach Lemma 1.4(ii) iiber [0, 1] nicht intgrierbar.

6.1.3 Wir haben bewiesen, dass Tr[a,b] (a < b) ein Vektorraum ist.

a) Man zeige, dass Tr[a, b] unendlich-dimensional ist.



b) Zeigen Sie, dass mit f,g € Tr[a,b] auch f-g in Tr[a,b] liegt.
Es seien a,b € R mit a < b beliebig, dann:
a) Um zu zeigen, dafl Tr[a, b] unendlichdeimensional ist, reicht es zu zeigen, dal Tr[a, b]

eine unendliche linear unabhéngige Teilmenge hat, betrachte dazu zu n € N die
Treppenfunktion 7, € Tr[a, b] definiert durch:

Tntla,b] — R

1 mga—f—b{—n“
v {0 sonst

Man betrachte nun die Menge M := {r,n € N} C Tr[a, b] offensichtlich ist M wegen
Tu 7 Ty fiir g # v eine unendliche Menge.

Es bleibt zu zeigen, dafl M lin. unabh. ist. Eine unendliche Menge heifit lin. un-
abhéingig, wenn jede endliche Teilmenge lin. unabh. ist. Sei also A C M endlich. Zu
zeigen ist, dafl A lin. unabh. ist. Man zeigt dies durch vollst. Induktion nach der
Anzahl k£ € N der Elemente von A:

e Induktionsverankerung: |[A| =k =1
Es sei A ={n} C M beliebig. Wegen 7; # 0 (die Nullfunktion), da wegen:

b—a

21

a<a-+

sicher 7;(a) = 1 gilt,ist {m} lin. unabhingig.

e Induktionsvoraussetzung:
Fiir beliebiges, aber festes k € N gelte, dafl alle hochstens k-elementigen Teil-
mengen von M lin. unabhéingig sind.

e Induktionsschluf}:
Essei A C M mit |A| = k+ 1, etwa A = {7ny,..., Ty, } mit n; # ny fiir
i # j. Weiterhin seien aq,...,ar+1 € R so, dafl

kt1
o= Z a;7, = 0 (die Nullfunktion)

=1

zu zeigen ist: V1 <1 < k+4+1:a; =0.

Die Menge {n;1 < ¢ < k + 1} hat aufgrund der Wohlordnung von N ein
kleinstes Element, o.E. sei dies ni. Dann gilt n; > n fiir 1 # .

Betrachte nun zg := a + g_—f es gilt o € [a,b] weiterhin ist, da o n.V. die
Nullfunktion ist, o(zo) = 0, andererseits aber gilt: 7,, (zo) = 1, aber fiir 2 <
it < k41 gilt wegen n; > n1 auch

—a b—a
zo =a+ >a+ = Tn, (x0) =0
n1 T4
k+1
a(wo) = D amw (o)
1=1
k+1
= Zal5l1
=1
= al

Somit gilt a1 = 0. Man betrachte nun die Menge B := A\ {7}, es gilt
|B| = k, somit ist B nach Induktionsvoraussetzung lin. unabhingig. Da aber
wegen a1 = 0 gilt, dafl o eine Linearkombination von Elementen aus B ist,
folgt

az=az=---=art1 =0

D.h. A ist lin. unabhéingig, das war aber zu zeigen.



Somit ist M, da jede endliche Teilmenge von M lin. unabhéngig ist, mithin auch
lin. unabhingig, Tr[a, b] hat also eine unendliche lin. unabh. Teilmenge, ist also un-
endlichdimensional.

Es seien f, g € Tr[a, b] beliebig.

z.2.: f-g € Trfa, b]

Da f € Tr[a,b], gibt es ein ny € N und eine Zerlegung z/ = {xé,...,xﬁf} von
[a,b], so daB8 f fir 0 < k < ny — 1 auf den Intervallen (x,’:,xﬁﬂ) konstant ist.
Analog existiert ein ny € N und eine Zerlegung z9 = {xé, .. .,mflg}, so daf} g fiir
0 <k <ng—1 auf (z7,z], ) konstant ist.

Man betrachte nun die Zerlegung z := z/ U 29 von [a, ], da 2% und 29 endlich sind,
ist auch z endlich, gelte etwa mit n € N geeignet

z=A{x0,...,Tn}

Man zeigt nun, dafl f und g fiir 0 < k < n — 1 auf (zx, xx+1) konstant sind, es sei
0 < k <n—1 beliebig:

e Konstanz von f auf (zk, Tr41)-

Es sei m € N maximal mit mfn < z. Dann gilt, da zy C z ist x{nH > Thtl.

Da f aber auf (atfmmZ;H) konstant ist, ist f auch auf (zx, zx11) C (zf,, xfnﬂ)
konstant.

e Konstanz von g auf (zx, Tr+1).

Es sei m € N maximal mit z§, < . Dann gilt, da z, C z ist z}, | > Try1.
Da g aber auf (z%,,27,, ) konstant ist, ist g auch auf (zx, zr11) C (zf,, 2%, )
konstant.

Mit f und g ist aber auch f - g fir 0 < k < n — 1 auf (zx,xr+1) konstant, mithin
eine Treppenfuktion, also gilt: f - g € Tr[a, b].

6.1.4 Beweisen oder widerlegen Sie: Fiir f,g € Int [a,b] gilt

/ o)) da = (/ 'fa) a) ([ 'o(a) i)

(Siehe dazu auch Aufgabe 6.1.6.)
Beh.: Das oben behauptete ist falsch.
Es seien a,b € R mit a < b. Man betrachte o, 7 € Tr[a, b] C Int[a, b] gegeben durch:

und

c:la,b] — R

1 g < atb
x  — - 2
0 sonst



Es gilt:

/ﬂba(m)da: = (“;b—a>-1+(b—“;b) 0

b
/U(x)-T(x)dx = (a;rbfa>-(1-O)+(bfa;b>~(0-l)
0
Wegen a < b ist b— a > 0 und damit (b — a)? > 0, also

</ab0(x) d‘r) (/abT(x) dz) # /a o(@) - (a) da

Das war aber zu zeigen.

6.1.5 Man finde eine Folge Riemann-integrierbarer Funktionen (f,) auf [0,1], so dass
(fr) punktweise gegen 0 konvergiert, die Integrale fol fn(z) dx aber mit n — oo gegen
Unendlich gehen.

Betrachte zu n € N die Funktion

fn:[0,1] — R

0 =0
T n 0<a:<%
0 f<z<i

fn ist auf (0,1) und (£,1) konstant, mithin eine Treppenfunktion und somit Riemann-
integrierbar.
Betrachte nun die Folge (f,). Es gilt:

e fn — 0 (punktweise)

Bew.:
z.2: Yz € [0,1] Ve > 03no € NVn > no : |fu(z) — f(z)| < e Es sei z € [0,1],e > 0
beliebig, man unterscheidet zwei Fille:

a) =0
Wahle ng := 1, dann gilt fiir alle n > no:
|fn(0)|=0<e
b) 0<z<1
Es existiert ein ng € N mit % < z fiir alle x > no (Archimedesaxiom). Fiir die
n gilt dann:
fale)| =0 <=

Also konvergiert (fn) punktweise gegen 0.



o fo fal@)dz £ 0
Bew.:
Es sei n € N, dann gilt:

/Olfn(m) dx

1
lim fo(z)dr= lim 1 =1

n—oo Jq n—o0o
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Damit folgt

Also konvergiert ( fol fn(z) d:c) € N gegen 1, und damit nicht gegen 0.

Es gibt also eine Folge (f,,) von Funktionen iiber [0, 1], so da zwar (f,) punktweise gegen
0, aber ( fol fn(x) dz) nicht gegen 0 konvergiert.
Das war aber zu zeigen.

6.1.6 Fiir welche f € Tr[0,1] gilt

/abe(:r) de = (/abf(x) dx>2?

Man definiert zunichst folgendes:
Es sei f € Tr[0,1] eine Treppenfunktion zu der Zerlegung {zo,z1,...,2,} von [0,1]. f
heiBe fast konstant, wenn gilt:

FJeeRVO<Ek<n-—1Vz € (zk,x+1) : f(z)=c¢

d.h. wenn f mit Ausnahme der Stiitzstellen iiberall den gleichen Wert hat.
Beh.: Es gilt fiir f € Tr[0, 1] folgende Aquivalenz

2
f fast konstant < /O 1 f(x) do = ( /O 1 f(x))

Bew.:

=: Essei f € Tr[0, 1] fast konstant. Dann gibt es eine Zerlegung {xo, ..., zn} von [0,1]
und ein ¢ € R, so daB f fiir bel. 0 < k < n — 1 auf (xk,zr+1) den Wert ¢ hat.
Offenbar ist dann auch f? eine Treppenfunktion (Tr[0, 1] ist eine Algebra) und fast
konstant, da f? fiir alle 0 < k < n — 1 auf (zx, xx+1) den Wert ¢* annimmt. Fiir die

Integrale gilt:
1 2 n—1 2
([rwaw) - (Zc-mﬂ—m)
0

k=0
n—1 2
= (C' > (@rt1 — zk))
k=0
= & (zn —x0)?
= 2.1
2
= ¢
1 n—1
/ fi(z)de = Z ¢ (Trgr — T)
0 k=0

= ¢ - (xn —x0)

Also gilt

Das war aber zu zeigen.
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<—: Man zeigt dies durch logische Umkehr, i.e. man zeigt daf3 die Gleichheit von (folf(x) dzx)?
und fol f?(x) dz fiir nicht fast konstantes f nicht gegeben ist.
Es sei also f € Tr[0, 1] nicht fast konstant, da f Treppenfunktion ist, existiert eine
Zerlegung {xo,...,zn} von [0,1] und co,...,cn—1 so daB

VO<k<n-—1Vze€ (zr,zrt1): f(z) =cx

Da f n.V. nicht fastkonstant ist existiert m € N mit 0 < m < n —1 so dal cg # cm.
Man zeigt zunichst: Es ist f01f2(1:) dz > 0:
Wegen co # ¢m gilt: co 0V em # 0, also ¢ > 0V ¢, > 0, damit ist

/Olf2(a:) dx

n—1

Ci(karl — k)

k=0
m—1
= (@1 —@0) + n(@mr1 — xm) + Y h(Trpr — k)
k=1
n—1
+ Z Ci($k+1 — )
k=m+1
> c(z)(:m —20) + 2y (Tmt1 — Tm) + 0
> 0
Man betrachte nun ¢ := — fol f(x) de € R. Mit f ist offenbar auch die Funktion

g:[0,1] — R
z = flz)+¢

eine nicht konstante Treppenfunktion, also fol g2 (x) dz > 0, es folgt

1
0 < / g°(x) dzx
0

[+ i

/ (@) + 20 () + 2 de
0
1 1 1
2(x) dx + 2 d 2d
/Of(w) ot C/Of(zr) x+/0< .

- /fQ(m) dw+2c/ f(z) de + ¢?
0 (0]

e [ e a—z( [ dx>2+ ([ s dx)2
— /Ole(ac) dx — (/Olf(a:) dw)2
— (/Olf(x) dm)2 < /01f2(w) dx

Mithin gilt fiir nicht fast konstantes f:

e dx>2¢ [ rw

Das war aber zu zeigen.

</01f(x) dw>2—/01f2(x) dx

Insgesamt ergibt sich:
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gilt fiir f € Tr[0,1] dann und nur dann, wenn f fast konstant ist.

6.1.7 Sei g € C'[a,b]. Falls g nichtnegativ ist und fabg(t) dt = 0 gilt, so ist g = 0.

Es sei also g : [a,b] — R stetig und g > 0, weiterhin gelte fabg(x) dz = 0.

z.7: g =0.

Bew.(durch Widerspruch):

Angenommen es wire g(§) > 0 fiir ein £ € [a, b]. Aufgrund der Stetigkeit von g kann o.E.
¢ € (a,b) angenommen werden. Da g stetig auf [a, b] insbesondere in £ ist, gilt

Ve>036>0Vz €la,b]: | —x|<F=|g(€) —g(x)| <e

Wiéhle nun 61 > 0, so daB |[g(§) — g(z)| < @ fiir alle x mit |z — €| < §1 und d2 > 0, so
daBa <& — 92 < €402 <b, z.B. 62 := min{|a — ¢|, [b—&|.

Wihle nun § := min{d1,d2} > 0. Nun gilt einerseits [ — §,& + d] C [a, b] und andererseits
ist fiir alle © € [x — §, 2 + §]

7@~ £l < I 5 5@y > 18 50

Es folgt aus den Rechenregeln fiir Integrale und wegen g > 0 auf [a, b]:

/abg(a:) dx /;_Jg(x) ot /§+5g(93) dv + /b g(z) dx

¢-s €48
AN I(3)
6
= B
= Jd-f(¢§)>0

Dies ist ein Widerspruch zur Voraussetzung f:g(az) dx = 0. Also war die Annahme falsch,
es gilt also A € [a,b] : g(§) > 0.
Wegen g > 0 folgt g = 0. Das war aber zu zeigen.

6.1.8 Sei f : R — R stetig. Wir nehmen an, dass fj;o f@®)o(t)dt = 0 fiir alle ¢ € CR
mit kompaktem Tréger ist. Dann ist f = 0.

(Bemerkung: Der Tréger einer stetigen Funktion ¢ ist als der Abschluss der Menge {¢ |
¢(t) # 0} definiert.)

Es sei f : R — R stetig und fiir alle stetigen ¢ : R — R mit kompaktem Trager gelte
J. (@)p(a) do = 0.

z.7: f=0.

Bew.:

Es sei £ € R beliebig, man schliefit nun durch Widerspruch f(£) > 0 und f(§) < 0 aus:

e Angenommen es wire f(§) >0

Wihle aufgrund der Stetigkeit von f a,b € R mit a < € < b und f(§) > 0 fa.
z € [a,b]. Betrachte die Funktion

p: R — R
0 z<a
=t a<z<g
& = b—x <
¢ E<ax<d
0 z>0b

Zunichst gilt es zu bemerken, dafl ¢ > 0 gilt, denn fiir a <z < £ ist £ —a > 0 und
E—a>0,also p(x) >0, firE <z <bist b—z >0 und b — & > 0 und damit auch
©(z) > 0 und fiir & (a,b) gilt offenbar p(z) = 0.

Weiterhin ist ¢ als Komposition dort stetiger Funktionen offenbar stetig auf (—oo, a),
(a,&), (&,b) und (b, o), man zeigt nun, dal ¢ auch in a, b und ¢ stetig ist:
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Es gilt
lim pla—1z) =0=p(a) und lim ola+z)= lim atz-a_ 0 = ¢(a)
w0 w0 o ¢-a
Also ist ¢ auch in a stetig. In £ gilt:
lim (€ —z) = lim E-z-a =1=p(¢)
xz—0 x—0 f —a
x>0 x>0
und b
lim (¢ +2) = lim 25T =1 = p(e)
z—0 z—0 h—¢
x>0 x>0
und in b
. . b—b+x .
lim pb—z)= lim B—f = 0 = ¢(b) und lim pb+z)=0=p)
o e b-¢ o

Mithin ist ¢ stetig auf R, weiter gilt

supp(p) = (a,b) = [a, ]

d.h. ¢ hat einen kompakten Trager.
Nach Voraussetzung folgt also:

0= [ @ do= [ ' a)ola) da

da f(z)e(z) = ¢(x) = 0 fir = & [a,b]. Wegen f|ja,b] > 0 und ¢|(,) > 0 gilt auch
f@lla,p) = 0, nach (a) folgt f|jq,5 = 0, insbesondere

fe) =0 <= [f(§) - 1=0 < f(§) =0

Im Widerspruch zur Annahme, also kann f(£) > 0 nicht gelten.
e Angenommen es wire f(£) <0

Dann wire (—f)(§) > 0. Dies ist aber nicht mdoglich, da fiir jede stetige Funktion
¢ : R — R mit kompaktem Tréger gilt:

/}R () (@)p() dz = — / H@)o(@) dz = —0 = 0

also hat —f die gleiche Eigenschaft wie f, kann also, wie oben gezeigt, an der Stelle
& keinen positiven Wert haben.

Da also weder f(£) > 0 noch f(£) < 0 moglich ist, folgt f(§) = 0.
Da £ € R beliebig war, gilt f = 0, das war aber zu zeigen.

6.1.9 Als wir das Wunschprogramm fiir eine Integrationstheorie zusammengestellt haben,
wére es doch auch sinnvoll gewesen zu fordern, dass die Integration translationsinvariant
ist. Formaler: Ist f € Int [a,b] und g : [a+ ¢,b+ ¢] — R durch g(z) = f(x — ¢) definiert,
soist g € Int [a + ¢,b+ ¢] und es gilt

/ab:g(m) do = /abf(ac) da.

Man zeige, dass das fiir das Riemann-Integral richtig ist.
Es sei f € Int[a,b], g : [a+c¢,b+c] — R, z — f(z — ¢). Wihle Treppenfunktionen
TenyT4+n € Tra,b] mit 7— , < f <74, und

/ab Tin(z) — - n(z) dx. <

Es sei etwa
Tj:,nl}

Tin,Titl,n
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Definiere nun o+, : Ja+¢,b+c¢[ — R durch o+ n(z) := 7+.n(z — ¢), dann sind o+,
Treppenfunktionen wegen Ui1n|} wintewiptnte] = ;" undesist o-n < g <oy, und
b+c Nn—1
[ rin@ —an@ds = (@ = )@ e i o)
ate i=0
Np—1

= (¢ = i) @ix1n — Tim)

IN

Also ist g € Int [a + ¢,b+ ¢].
Weiterhin ist aber nun

b+c b+c b b
/ g(z)dx = lim On,—(z)dx = lim Tn,— dx = / f(x)dx

+c n—oo a+tc n—oo
und damit ist alles gezeigt.

Zu Abschnitt 6.2
6.2.1 Essei f € C[a,b]. Definiere F' : [a,b] — R durch

b
F(x) ::/ F@)de.

Zeigen Sie, dass F differenzierbar ist und dass F’' = —f gilt.
Es ist fiir « € [a, b]:

b b x
F@) = [ swd= [ rwa- [ e
also ist F' als Summe differenzierbarer Funktionen differenzierbar und es ist

F'(z) =0~ f(z) = = f(2),

was zu zeigen war.

6.2.2 Berechnen Sie die folgenden unbestimmten Integrale:

a) [ @ dx b) [sin®(z)dr c¢) [arcsin(z)dx
d) [e*sin(x)dz e) [V1—22dx f) [2°cos(z)dz
g) [ dx h) [tan(z)dz.

zd422

Tipp zu (e): Verwenden Sie die Substitution z = sin(t).

a) Bestimmung von [2% dx

Es ist:
/ln—m dx 2 /E du
T T

Resubst. (1) (ln ﬁL‘)2

2
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Die Probe ergibt tatsdchlich:

{(mx)z}’

-2lnar:41
T

N | =

2

Q|-
I

Somit gilt

[ e (Inz)"
T 2

b) Bestimmung von [sin’(z) dz
Man erhélt durch partielle Integration

2)

/sinz(;z:) dx = —sin(zx)cos(z) +

cos® () dx

)
—~
8
N
=
U
5]

= —sin(x) cos(x) +

/
= —sin(x)cos(x) + /(1 — sin
/

= 2/.sin2(ac) dz =z —sin(z)cos(x)
— /Sin2(l') de - :z:—sin(;c)cos(x)

Die Probe ergibt:

[—x - sin(;c) cos(a:)} = % (11— cos’(z) + sin®(z))
= % - 2sin” (x)
= sin’(z)

Man erhélt also: )
/sin2 () do = x — sm(;) cos(z)

c) Bestimmung von [arcsin(z) dz
Man erhilt mit Hilfe von Substitution und part. Integration:

3)

/arcsin(m) dz = /arcsin(sin u) cosu du

= /ucosu du

= usinu—/sinudu

= usinu + cosu

usinu + V1 —sin?u

Resuber (4) zarcsin(z) + V1 — a2
Die Probe ergibt
/ T 1
rarcsin(zx) + /1 — x2 = arcsin(x) + + - (—2x
v arcsin(z) ! (@) + s + gy (-20)
= arcsin(x)

DSubst.: u = lnz, v’ = % = %, also: du = d?m
2 part. Int.: f = sin(z), ¢’ = sin(z), also f’ = cos(z), g = — cos(x)
3)Subst.: z = sinu, 2’ = ﬁ = cosu, also dx = cos udu.

Ypart Int.: f =u, ¢ =cosu, also f/ =1, g =sinu.
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Man hat also:

/arcsin(x) dz = zarcsin(z) + /1 — 22

d) Bestimmung von [e®*sin(z) dz

Durch zweifache Anwendung der partiellen Intergration ergibt sich im Falle a # 0:

ar . 5) 1 ar . 1 ax
esin(z)der = =e"sin(x) — = [ e**cosx dx
a a
6) 1 ar _ - 1 ar
= e sin(z) 2° cos(zx)
1 a
—— [ e sinzdx
a
— |1+ 1 e sin(x) dr = leaz sin(z) — ie” cos(z)
a? T a a?
2
a + 1 1 1
axT d — - ar _ - _ ar
/e sin(z) dx e sin(z) 2° cos(zx)
= © e sin(a) — e cos(a)
*sin(z = e*sin(z) — ———e"" cos(z
a?+1 a?+1
Die Probe ergibt:
a e . 1 ! a - (ae®® sin(z) + e** cos(z))
{me sin(z) — Z11° cos(zx) = 1
_ae”” cos(z) — "’ sin(z)
a?+1
_ a?e*sin(x) + "7 sin(x)
B a?+1
= e"“sin(z)

Im Fall a = 0 gilt:

/eoz sin(z /sm ) doz = — cos(z)

Also gilt insgesamt (also auch fiir a = 0)

1
e le” cos(x)

/eaw sin(z) dx = e sin(z) —

e) Bestimmung von [v/1— 22 dzx
Man erhélt durch Substitution:

/ﬂdm i /m.cos(t) dt
= / cos®(t) dt
= /(1 —sin’t) dt
= tf/sin2tdt

® ,_ tosin(t)cos(t)
- 2
t t)/1 — sin?(t
_ L sin(t) sin®(t)
2 2
Resuber (7) % arcsin(z : M)

axr

Spart. Int.: f =sin(z), ¢ = e, also f' = cos(z), g =
6 part. Int.: f = cos(z), g’ = €%, also f’ = —sin(z), g

laa
i;
=a®
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Die Probe ergibt

E (arcsine) + o m)}'

Il

—
|

8
0

Mithin ist: 1
/\/ 1—22dex= 3 (arcsin(x) +z-/1- a:Q)

f) Bestimmung von [z cos(z) dx
Hier ist die partielle Integration dreimal anzuwenden:

/;rs cos(z) dr = a°sin(z) — 3/3@2 sin(z) dx
= z%sin(z) 4 327 cos(x) — 6 /mcos(m) dx

= 2”sin(z) 4 32° cos(z) — 6z sin(z) + 6 /sin(m) dz
= 2”sin(z) 4 32° cos(x) — 6z sin(z) — 6 cos(x)

Zur Probe:

[:cs sin(z) 4 3z cos(z) — 6z sin(x) — 6cos(m)]/ = 2°cos(x) 4 3% sin(z)

— 32 sin(z) + 6 cos(x)
— 6x cos(z) — 6sin(x)
+ 6sin(x)

z* cos(x)

Also ergibt sich letztendlich

/x3 cos(z) dz = 2 sin(x) 4 3z cos(z) — 6z sin(z) — 6 cos(x)

g) Bestimmung von [ ﬁ dzx
Dieses Integral bestimmt man durch Partialbruchzerlegung, dazu bestimmt man
zunéchst die Nullstellen des Nennerpolynoms:

2 +zt = 0

— 2°(®+1) = 0
= =0 V z2*=-1
<= =0 V z==£¢

Man erhélt also folgenden Ansatz fiir die Partialbruchzerlegung mit noch zu bestim-
menden Koeffizienten a, b, ¢, d € R:

z—1 a b cr+d

224zt oz 2?2 2241

Auf der rechten Seite ergibt sich duch Hauptnennerbildung:

r—1  az(@®+1)+b@*+ 1)+ 2°(cz + d)
2 +x4 x2(x? +1)

_ (a+oz*+(b+d)a’+az+b

N x4 + 22

7 Subst.: z = sin(t), =’ = ‘é—f = cos(t), also dz = costdt.
8)part. Int.: f = 23, ¢’ = cos(x), also f/ = 322, g = sin(x).
9Ypart. Int.: f =22, ¢’ = sin(z), also f’ = 2z, g = — cos(x).
10)part. Int.: f =z, ¢’ = cos(x), also f/ =1, g = sin(x).



Man erhélt durch Koeffizientenvergleich:
a+c=0b+d=0,a=1b=—-1=c=-1,d=1

Man kann nun das gesuchte unbestimmte Integral bestimmen:

/7x71 dx = / 1—i—l—lix dx
72 4+ x4 o r x2 x2+1

dzx dx 1 T
= /?‘/ﬁ*/m‘“‘/md
1

1 [du
= In|x| + = + arctanz — = | —
T 2) u

1 1
= Inx + — + arctanx — = Inu
T 2
esubst. 1
Remst i |z| 4+ — + arctanz — In /1 + 22
T

||

V14 z2

1
= In + — + arctanx
T

Die Probe ergibt:

T
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/ 2 _ 2362
|| 1 ! V1422 I 2¢/1+22 1 1
In —— — — + arctanx = . - —
Vi4+z2 =z T 1+ 22 72 14 22

\/l—i—x?. 1422 — 22 1

1 1 1
z(1+ z2) _ﬁ—i_ 14 22
z— (1+2?) +2?

z—1
PR

Mithin ist:

/xil dx—lnﬁJrlJrarctan:r
w24zt T 1y @

h) Bestimmung von [tan(z) dz
Man bestimmt dieses Integral durch Substituion:

)
/tan(m) dx 2 /tan(arctanu)l_k% du
u

= d
/1+u2 v

12) @

N 2v
1

= 3 Inv

Resubst. (11)

1
51n(1+u2)

esubst. 1
Resubst. (12) 5111(1—i—tan2 x)

Die Probe ergibt:

1 2 ) 1 1 2
—In(1+ tan” x = —.————— 2tanz-(l+tan"z
(2 (1+ )) 2 1+tan?z (1+ )
= tanx
1) Subst.: ¢ = arctanu, &’ = g—i = ﬁ, also dz = 1-7—%'

12)Subst.: v =1 + u2, v/ = Z—Z = 2u, also dv = 2u du.

1

— + —
T V14 z2(1+ x?) 2 1+ 22
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Man erhilt also:

/tan(z) dz = % In(1 + tan® z) = In /1 + tan? z

6.2.3 Auf]0,+oo [ definieren wir eine Funktion Log durch

" dt

Log (z) := L
1

(Fir & < 1ist [[°(--) == —jzl(
Zeigen Sie direkt (d.h. ohne Verwendung der Logarithmusgesetze):
a) Log(z -y) = Log () + Log (y)

b) Log ist differenzierbar, streng monoton wachsend und

AL (®) - fiir alle @ €10, 400 .
dx
Weiter ist
liH}) Log(xz) = —oo sowie lim Log(z) = +oo.

Es existiert also eine differenzierbare Umkehrfunktion Exp : R — ] 0, +o0|.

c) Die so definierte Funktion Exp erfiillt Exp (0) = 1 und Exp’(z) = Exp (z).

a) Es seien z,y €]0, co[ bel. dann gilt:

Y dt
gt = [

/ dt /zydt
13) / dt /ydr

og (z) + Log (v)

b) Man zeigt zunéchst, dal Log diffenzierbar ist:
Es sei z €]0, co[ beliebig, betrachte die Funktion:

T

filg2e - R

S dt
EH/ET

2

Die Funktion f ist nach dem Hauptsatz der Differential und Intergralrechnung auf

(£, 22] differenzierbar und es gilt f'(¢) = 5, weiterhin gilt aber fiir £ € [§, 22]:

e = /gdt

/ dt 5dt

I — dr

13)Subst.: 7 = T =

L =1 alsodr =2,
x x x
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Mithin stimmt f auf dem Intervall [§,2z] mit Log bis auf eine Konstante iiberein,
somit ist mit f auch Log auf [§,2z] eine Stammfunktion zu %, mithin ist Log auf
[5,2x], insbesondere im Punkte { = x differenzierbar und es gilt:

Log'(¢) = +

da x €]0, co| beliebig war, folgt:
Log ist auf |0, oo differenzierbar, es gilt: Log’(z) = 1 f.a. z €]0, 00[.

Wegen
Vz €]0, oo[: Log'(z) = % >0

folgt unmittelbar: Log steigt streng monoton und die Ableitung % hat auf
10, oo[ keine Nullstelle.

Man zeigt nun lim[ oo]Log () = o0, z.Z. ist (wegen der Monotonie von Log reicht es

aall
zu zeigen, dal Log nach oben unbeschrankt ist:

VR > 0 3z €]0,00[: Log (z) > R
Betrachte dazu zunichst zu n € N die Funktion 7, definiert durch

™ :[l,n] — R
= w€lkk+1),k=1,...,n—1
x = = 1

Beh: Es ist Vo € [1,n] : 7a(z) < L.
Bew.: Es sei # € [1,n] beliebig, im Falle z = n ist 7,(x) = £, ansonsten existiert ein
1<k<n-1,s0daB k <z < k+1, es folgt % > k%rl = f(z). Das war zu zeigen.

Offenbar ist 7, als Treppenfunktion iiber [1,n] integrierbar, es gilt

/lnTn (z) dz

Il
M=
"
A
—+ | =
—

£
Il
-

I
hE
d
+ | =
—

>
Il
i

n
Da die harmonische Reihe unbeschrankt ist, ist auch (Z %H) unbeschrankt.
k=1
Nun kann man zeigen, dafl Log unbeschrankt ist:

Es sei R > 0 beliebig, wihle n € N, so dal > k%rl > R und z := n, dann gilt:
k=1

Log(z) = Log(n)
_ /”ﬂ

, t

> /Tn(t)dt
1
k=1k+1
R

>

Das war aber zu zeigen, folglich gilt: lim[ oo]Log (z) = 0.
z—
ok
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Weiterhin gilt:

“dt
lim Log (z) = lim —
>0 >0

1
) Lt
= - llH}) 7
x>0 VT
1
14) . @ dr
- 0
a0 /1 T
= — lim Log (%
(ELO g(z)
x>0

= —élim Log (&)

Damit ist alles gezeigt.

¢) Man zeigt zunichst: Exp (0) = 1.
Nach Definition von Log gilt:

1
Log (1) = / - _ 0
1t
da Exp und Log inverse Funktionen sind, folgt:
Exp (0) = Exp (Log (1)) = 1

das war zu zeigen.

Es bleibt die Ableitung von Exp zu bestimmen, aufgrund von (b) und der Umkehr-
regel gilt mit bel. x € R:

1
Log'(Exp (2))
1

1
Exp (=)

= Exp(2)

Exp'(z)

Das war aber zu zeigen.

Somit gilt aufgrund der Eindeutigkeit der Exponentialfunktion Exp = exp und da
auch Umkehrfunktionen eindeutig bestimmt sind: Log = In.

6.2.4 Man definiere a,, = fow/Zsinm zdr (m=0,1,...). Zeigen Sie, dass die Rekursions-
gleichung
m+1
a
m+2 "

gilt. Das soll mit der (ebenfalls zu beweisenden) Ungleichung

Am+2 =

a2m < az2m—1

1< fir m e N

a2m+1 ~ A2m+1
kombiniert werden, um die folgende Formel (das Wallis- Produkt) herzuleiten:

7 . 1 (2m)?(2m —2)2 ... 22
— = lim . .
2 moco2m+1 (2m—1)2(2m —3)2...12

T

14)Subst.: 7 = T =

L =1 alsodt= 4.
x x x
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a) Essei m >0, also m + 2 > 2, man erhélt durch partielle Integration

™

z
m+2 = / sin™?(z) da
0

[NVE

= / sin™ () - sin(z) dx
0

_ /O 2(m +1)sin™(z) - cos(z)

[NE

footn(éemark Sinm+1 (.’L’) . (7 COSs :E) |

™

mz0 0+ (m+1)- / ’ sin™(x) - cos®(x) dx
0
— (m_|_1)./25jnm(x) -(l—sin2 x) dx
0
% . m % . om+42
= (m+1)- sin™(z) dx — sin (z) dz
0 0
= (m+1)- (am — am+2)
= (m 4+ 1)am — (m+ 1)am+2
= (M + 2)am42 = (m+ 1)am
< a = mt 1‘1
M2 B m+2 "

Dies war aber zu zeigen.

b) Es sei m € N beliebig. Um die obige Ungleichung zu beweisen zeigt man zunichst,
dafl gilt
Yz € [0, g] (0 <sin®™ g <sin® gz <sin®™ 'z

Sei also = € [0, 5] beliebig, dann gilt 0 < sinz < 1, es folgt
0<sin’z <sinz <1

Wegen 0 < sinz gilt aufgrund der Monotonie der Potenzfunktionen fiir positive
Exponenten auch 0 < sin®”~!, damit folgt

. 2mil .2 . 2m—1
0 < sin®™ ™z < sin®" gz <sin®*" 'z

Aufgrund der Positivitdt und Monotonie des Integrals folgt hieraus

x x x

z El z

/ sin?™ Mz dx < / sin®™ z dx < / sin?™ !z dz
0 0 0

< 0 < a2mt1 < aem < azm-1

0

IN

Nun gilt aber, wie oben gezeigt 0 < sin®>™*! z fiir bel. z € [0, 51, weiterhin aber ist
sin® () = 12" = 1> 0

und aus der Stetigkeit von sin®™*!

2m—+1

z auf [0, 7] folgt damit, wie in der letzten Ubung

gezeigt, agm+y1 = fO% sin x dx > 0, damit folgt aus obiger Ungleichung

a2m+1 < a2m < A2m-—1

agm41 >0 a2m—1
<~ e

a
1< 22 <
a2m+1 a2m+1

Das war aber die behauptete Ungleichung.
Als néchstes zeigt man durch vollstdndige Induktion, dafl

m—1

. _ 24 T oy 2u—1
VmEN.GQm_l—g2M+1, CLQm—2 };[1 2/./,

14)

part. Int.: f=sinmtlz, ¢’ =sinx, also f/ = (m + 1) sin™(z) cosx, g = — cos z.

- (—cosx) dx
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e Induktionsanfang: m =1

Es gilt
a2m—1 = ai
z
= / sinz dx
0
= — cos at’ H
= —cos(g)—i—coso
= -0+1
= 1
aom, = az
ks
= / sin z dz
0
8.Ubung 1 . z
= i(oﬁ—sm:ccosaﬂ)’2
1 T
= - (T_-1.0-0 0-1)
2 (2 +
_ 1«
- 2 2
Wegen
o 2 Lop—1 1
115 i =1 1155, =3
pe1 M u=1 oM
war das gerade die Behauptung fiir m = 1.
e Induktionsvoraussetzung:
Fiir ein festes, aber beliebiges m € N gelte:
m—1 m
21 7r 20 —1
a2m—1 = H P m—— azm:*'H
it 2+ 1 2 o] 21
e Induktionsschlufi:
Zu zeigen ist:
m m—+1
. 2u o 2p—1
azam+1 = };[1 2’LL T 1, a2m+2 = 2 Mr:[l 2/1‘

Es gilt aber aufgrund der unter (a) bewiesenen Rekursionsformel:

2m
a2m+1 = m(hm—l
Ind. Vor. 2m . nﬁl 2M
N 2m+1 2u+1
_ fpw
n=1 2ut1
a . 2m + 1a
2m—+2 - 2m + 2 2m
Ind.Vor. 2m + 1 e 2‘LL -1
o 2m+2 L 2
p=1 2

Das war aber gerade die Behauptung.



Aus obiger Ungleichung folgt damit fiir bel. m € N:

1 S azm S a2m—1
a2m+1 a2m+1
m m—1
2u—1 2
2 1:[1 I;,u, ) Z,uil
= 1<—= <=
2 20
I:[ 2ui1 1:[ 2ui0—1
p=1 p=1
T 11 (2u— 1 p+1) _ 2m+1
— 1< = <
-2 H - 2m
p=1
m
T (2u — 1 2u +1) 2m+1
= 0<5- U 1< -1

Betrachte nun die Folge (255 — 1) € N, offenbar gilt:

lim (2";“ 1>_ lim —— =0

m— o0 m

Aufgrund des Majorantenkriteriums ist damit auch

lim( H—%’l 2nt1) 1)—0

Anwendung der Grenzwertsétze ergibt:

hm( Hw 1) -

™ 2u—-1)2n+1)
— . ] —_ 7 =1
2 mféoH (2n)?
1
S |
(2p—1)(2p+1)
p=1
24)
Jim H @i 1)(2u+1)
. (2p)? m
<~ lim = —
i 2 e 2 T
<= lim = —
m m m—1
1 1 1 T
— 1 2u)* - T
mE%OQ_[l( R v 1;[12;171 =T 2

p=1 =1 pn=2 K
i 1 UiT | US| 7
= 1 2u)? - T
ml_‘?éoQ_[l( U e };[12#—1 }12#—1 2

]

o

85

N
—

S

=

[\

3

+

—

DO

=

‘ —_

. L |

—

DO

‘ —

N—— — :_/ N—— ~—

Il

]

Also gilt:

23
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Das war aber zu zeigen.

6.2.5 Gewinnen Sie die Potenzreihenentwicklung von arctan(z) und log(1 + z). Dazu soll
ﬁ bzw. % als Summe einer geometrischen Reihe aufgefasst und gliedweise integriert
werden. Begriinden Sie die Korrektheit dieser Vorgehensweise.

Man zeigt zunéchst folgendes:
o0
Ist )" anz™ eine Potenzreihe mit dem Konvergenzradius R € (0, oo], und

n=0

f:(-R,R) — R

oo

Tz - E anx”

n=0

die durch sie darstellte Funktion, so ist die durch formale gliedweise Integration entstehende

Funktion

auf (—R, R) eine Stammfunktion von f.

oo oo

Man zeigt zunéchst, da mit Y anz, auch > f—&x"“ den Konvergenzradius R > 0
n=0 n=0

hat. Der Konvergenzradius der letzteren Reihe sei vorlaufig mit 0 < R* < oo bezeichnet,

dann gilt:

Lo fmopf| ™
lim /]ax|
T Tm Ynil
= lim Van|
_ 1
" R
«— R* = R

o0
also hat auch ) ;—_&w"“ den Konvergenzradius R. Die Funktion F ist also tatsachlich fiir
n=0

z € (-R,R) erkléirt. Weiterhin gilt, da Potenzreihen im Inneren ihres Konvergenzkreises
gliedweise differenziert werden diirfen, fir bel. © € (=R, R):

o= (35 o) =5 it = S =

n=0

Somit ist F' auf (—R, R) eine Stammfunktion zu f.
Das wollte man aber zeigen.
Nun kann man speziell die beiden gegebenen Funktionen betrachten:

e Die Funktion f : z +— arctana:

Die Funktion f ist auf ganz R differenzierbar mit f'(z) = ﬁ Firz € (—1,1) ist
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|z|* < |z| < 1 und damit gilt (geometrische Reihe):

F@) = o

Aufgrund obiger Uberlegungen ist nun die durch

F:(-1,1) — R

e x2n+1
7177‘
v ;( ]

gegebene Funktion F' auf (—1, 1) eine Stammfunktion zu f’. Da auch f eine Stamm-
funktion zu f’ ist und sich zwei Stammfunktionen nur um eine Konstante unter-
scheiden gilt

JeeR Vz e (-1,1): F(z)— f(z)=c

Man erhélt durch einsetzen von x = 0:

c = F(0)-£(0)
e n O2n+1
= nzzo(fl) 1 arctan 0
= 0-0=0
Somit gilt
o0 x2n+1
Vo € (—1,1) : f(z) = arctanz = F(z) = Z(fl)"2n )

n=0

Dies ist aber die geforderte Potenzreihendarstellung von arctan x.

Die Funktion g : z — log(1 + z).
g ist auf ganz (—1,00) differenzierbar mit f'(z) = 5. Fiir z € (=1,1) ist |2| < 1
und damit gilt (geometrische Reihe):

F@ = 1
. 1
- 1= (-2)
= > ("
= > (-1)"a"
n=0

Aufgrund obiger Uberlegungen ist nun die durch

G:(-1,1) — R
oo n anrl
v nz::o(_l) n+1
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gegebene Funktion G auf (—1,1) eine Stammfunktion zu g’. Da auch g eine Stamm-
funktion zu ¢’ ist und sich zwei Stammfunktionen nur um eine Konstante unter-
scheiden gilt

ddeR Ve (-1,1): G(z) —g(z) =d

Man erhélt durch einsetzen von x = 0:

¢ = G(0)-g(0)
e n+1
= nzjo(—l)"n_‘_ T~ log1
= 0-0=0
Somit gilt
e $n+1
Vo € (—=1,1) : g(z) = log(1 +z) = G(z) = ;0(—1)”n i

Dies ist aber die geforderte Potenzreihendarstellung von log(1 + x).

Zu Abschnitt 6.3

6.3.1 Berechnen Sie f:w (2z + i) sin(z) dz.
Es ist

27 27 27
/ (2z 4+ i)sinzde = 2/ xsinz:dz:—&—i/ sin x dz

27
= 2 ([—x cos z|2" +/ cosa:dac) + i[— cos z]2"

= 2(—27 — 7+ [sin x]i’r) +i(1+1)
= —67+ 2.

6.3.2 Existiert [ 25 dz ?

Nein. Denn fiir x > 1 ist logx < x, also wére

2 <2
/ fdxg/ — dx < 00,
1T 1 logz

was falsch ist.
Also ist [} % dz = oo.
6.3.3 Zeigen Sie:
a) f0+oo ST 7 existiert.
b) f0+oo %dm existiert nicht.

. i . . 1si
a) Um zu zeigen, daf fooo¥ dx exisiert, mufl man zeigen, dafl sowohl fo =2 dz als
auch [ dy existieren:

e Existenz des Intergrals fol L';z dx.

Es sei (zn)n € N eine Folge in (0, 1] mit lim,—cc zn = 0, 0.E. sei z,, monoton
fallend, zu zeigen ist, dal die Folge der Integrale (I,,), € N mit

1 .
smaxT
I, ::/ dx
Tn x

konverigert. Man zeigt dies, indem man zeigt, dal (I,), € N monoton wach-
send und nach oben beschrénkt ist:

Man zeigt zunéchst die Beschrianktheit: Aufgrund der Regel von de I’Hopital
gilt:
sinx

lim

= lim cosxl =1
70 0
x>0 x>0
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Wiihle also € > 0 so, daB e < 1 und ®22 < 2 fiir z € (0,¢). Sei z € (0,1]
beliebig, dann gilt:

Im Fall 0 < e < z ist % < 2 nach Wahl von e.

Gilt e < z < 1, so ergibt sich

Die Abbildung x — =2 ist also auf (0,1] durch M := max{2, 1} nach oben
beschrénkt. Weiterhin ist 22 fiir alle z € (0, 1] positiv, also nach unten durch
0 beschréinkt. Nun kann man die Beschriinktheit der Folge (I,), € N zeigen:
Es sei n € N beliebig, dann gilt:
1 .
/ ame dm‘
v X

n

_ /1 sinx du
Tn €z
1
/ M dx
(1—zn) - M
M

1| =

IN

IN

(In)n € N ist also nach oben beschrinkt, es bleibt zu zeigen, da§ (I,), € N
auch monoton wachst:

Es sei n € N beliebig, zu zeigen: I,,+1 > I,,. Es gilt:
"1 .
S
/ inx dar
Y Tn41 z

n sinx Lsing
dr + dzx
T4l z T T

n

In+1

Tnyl < Tn

> 0+ 1, = I,

Somit ist (I)n € N eine monoton wachsende, nach oben beschrinkte Folge
in R, mithin also konvergent, damit existiert fol% dx. Das wollte man aber
zeigen.

. o0 i
e Existenz von fl SE dx.

Zu zeigen ist, dal der Grenzwert

Mginz

lim
M — o0 1 xT

existiert.
Es sei M > 1 beliebig, dann gilt

Mgin 15) COST M M osx
de = — ! — 5 dx
1 T T 1 T

cos M Meosx
cosl — — 5 dzx
M ;. x

Man betrachte nun zunéchst lim <M es gilt fiir bel. M € [1,00):
—00
cos M < 1
M |- M
%) part. Int.: f/ =sinz,g = i, also f = —cosz, g’ = —I%.
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. 1 _ . .
wegen }1m 37 = 0 folgt hieraus

— 00
i cos M
im =
M— oo M

S0 cos

Nun betrachtet man das Integral [ %% dx fiir x € [1,00) gilt offenbar

0

‘cosx‘ 1
x2 |~ x?
. . . oo . . . . .
somit existiert, da |, i—’; , wie in der Vorlesung bewiesen, existiert, auch

X cosx
f1 5 dz.

Die Anwendung der Grenzwertsétze ergibt:

. Mginx aws . cos M . M cosx
lim dr =" cosl— lim — lim dx
M — o0 1 xT M —oo M M — o0 1 m2
e el
Ccos T
= cosl— 3 dx
;. x

Da wie oben gezeigt, [(°¢%52Z dx existiert, durften die Grenzwertséitze ange-
1 x

wandt werden, der Grenzwert

. Mginz “sinx
lim dr = dx
1

M — oo 1 x xT

existiert also.
Das war aber zu zeigen.

Da beide uneigentlichen Integrale folsi% dx und floosi% dx existieren, existiert
auch

/'°O sin x do — /1sinx dr + /OO sin x dar
Jo T o 1 r
Dies sollte gezeigt werden.

Offenbar reicht es zu zeigen, daf3 f:olS‘:—I‘ dx nicht existiert, man zeigt dies, indem
man zeigt, daB die Folge (I,), € N gegeben durch

(n41)-m |3
VneN: [ ::/ M
- x

unbeschrankt und damit divergent ist.
Es sei n € N beliebig, dann gilt:

(n+1)-m |:
I, = / |SII;71’| dzx

n (k+1)m |2
smx
oy,
k=1 kT T

- /(kH)” |sin z|
————dzx
1/ kT (k + 1)71-

(k+1)m
/ |sinz| dz
k

Y]

k

Il
[
=
+| =
:
5

k=1 Q0
eriodiziti 17171 1 o
Periodiziear  Z ﬁ-/|s1nm|dm
= + 0
1n—1 1 .
= ;Zik_'_l-(—cosmﬂ
k=1
18 1
S P eE
7rk=1k+1
B z'n,—l 1
o ™ k+1

ES
Il
IR



29

n
Da die Folge (Z k%rl) € N als Partialsummenfolge der harmonischen Reihe
k=1 n
unbeschrinkt ist, ist aufgrund obiger Abschiitzung auch die Folge (I5,), € N unbe-
schrankt und damit divergent.
Also existiert [ 522l gz und damit fooo‘st’c—z‘ dx nicht.

Dies war zu zeigen.

6.3.4 Zeigen Sie, dass die Gammafunktion konvex ist.
Man zeigt zunéchst, daf} fiir alle n € N und « > —1 die Funktion

frni(0,1] — R

z +— (lnz)"z”

iiber (0, 1] uneigentlich inegrierbar ist:
e Induktionsverankerung: n =1
Man beachte zunéchst, dafl fiir 5§ > 0 gilt:

. Inx
lim 2° - Inx = lim —
z—0 z—0 18
x>0 x>0
-1
1’H€Eital 1 T

—— lim ————~
o6 p—(B+1

1 ..
= —— lim 2°
xz—0
x>0

szo
Man erhélt nun durch partielle Inegration fiir bel. o > —1:

1 1
/ z%lnzder = liI’I[l) % Inz dz
0 £ —

e>0 V€

a+1 1 1
i 1: lnx}—/ z dx
=0 \a+1 c a+1
e>0

-
o

I
3

5
|
Q
_l’_

—_
S—
8

°
IS8
8

Dieses Integral existiert aber, damit existiert auch folx“ Inz dz.
Das war aber zu zeigen.
e Indunktionsvoraussetzung:
Fiir ein festes, aber beliebiges n € N gelte:
V3 >0: lim 2’ - (Inz)" =0
>0
und folln xx® dx existiert fiir oo > —1.

e Induktionsschluf}:
Es gilt fiir 8 > 0:

. . (Inz)™*!

lim #” - (Inz)"*" lim (Inz)

20 e=0 g~

x>0 x>0

rHopital M+ 1 lim 27" (Inz)"
- z—0 r—(B+1)
@>0
n+1

= lim (In x) "z’
>0

Ind. Vor.
= 0

1 wa+1

)part. Int.: f =1Inz, g =z, also f/ = %,g =3
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Weiterhin erhélt man durch partielle Integration fiir o > —1:

1

1
/ z%(nz)" T de = lim z*(Inz)" ™ da
0 5o Je

1 zott ntl 'n4+1 , n
= hm( +1(lnx) ‘f/ ° (Inz)" dx

e—0 (6% o
>0 €

Dieses Integral existiert nach Ind. Vor., also auch fol(ln )" a® dr.

Das war aber zu zeigen.

Nun kann man zeigen, dafl I" konvex ist:
Eine Funktion f : (0, 00) ist konvex, wenn sie zweimal differenzierbar ist und wenn

vt € (0,00) : f'(¢t) >0

Man zeigt also zunéchst, dal die Gammafunktion I' : (0,00) — R gegeben durch

I(t) ::/ e 2! dx
0

zweimal differenzierbar ist.
Dazu betrachtet man zunichst die Abbildung

f:(0,00° — R

(t,z) — e "zt

Um zu zeigen, dafl T" differenzierbar ist, mufl man zunéchst zeigen, dafl % f(t, ) existiert
und stetig ist. Als Kompostium nach ¢ partiell differenzierbarer Funktionen ist sie partiell
nach ¢ diff’bar und es ist:

8 _ 8 —x _t—1
ﬁf(t’ z) = ol
= ¢ %z . Inz

Als Kompositum stetiger Funktionen ist %f(t,w) auf (0, 00)? stetig.
Es sei to € (0,00) beliebig. Zu zeigen ist, dafl es ein € > 0 (mit € < to) und eine iiber
(0, 00) uneigentlich integrierbare Funktion h : (0,00) — R gibt, so dafl

Vt € (to — e,to +€) Vx € (0,00) : ‘gf(t,m) < h(z)

ot

Wiihle € := % (dann ist to — e > 0).

Man zeigt zunichst, dal es eine iiber (0, 1] uneigentlich Integrierbare Majorante fiir ¢ €
(to — &,to + €) gibt:

Fiir z € (0,1] und ¢ € (to — &,t0 + ¢) gilt:

0

‘af(t,x) = |1nar:-e7z-a:t71
= |lnz|-e - z'!
< —Ilnz- 27t
< —lng-glo—!

to—e—1

und —Inz -z ist (s.0.) iiber (0, 1] integrierbar.

Mpart. Int.: f = (Inz)" 1 ¢/ =22, also f = % “(n+1) - (lnx)",g= %on“rl
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Fiir z € [1,00) und ¢ € (to — &, to + ) gilt zunichst Inz < z (folgt aus e” > z) und damit:

0 _ _
‘af(t,x) = |nzl-e®. 2!
S $‘€7I'$t71
= xt.eiz

S .’17t0+€ ) e—:c

und x0T . e”? ist wegen to + ¢ > 0 iiber [1,00) integrierbar (denn das Integral {iber
e "z'~! existiert fiir alle ¢ > 1).

Also ist T' in to differenzierbar, da ¢o beliebig war, somit auf (0, 00) und es gilt:

I'(t) :/ Inz -z .e®
0

Man zeigt nun, dafl auch I'" differenzierbar ist:
2
Man muf} zundchst zeigen, daf %f(t, x) existiert und stetig ist. Es ist:

2
%f(t, z) = % Inz-e “z'!

= e %" (Inx)?

Als Kompositum stetiger Funktionen ist %f(t,ac) auf (0, 00)? stetig.
Es sei tog € (0,00) beliebig. Zu zeigen ist, daf es ein € > 0 (mit € < to) und eine iiber
(0, 00) uneigentlich integrierbare Funktion h : (0,00) — R gibt, so dafl

2

YVt € (to —e,to+¢) Vz € (O,oo):'8

wf(tv l‘)

< h(x)

Wiihle € := % (dann ist to — e > 0).

Man zeigt zunichst, dafl es eine iiber (0, 1] uneigentlich Integrierbare Majorante fiir ¢ €
(to — &, to + €) gibt:

Fiir € (0,1] und t € (to — €, t0 + €) gilt:

‘(ln;r:)2 e tgtt

0]

= (Inz)*.-e* .z
S (11137)2 . xto—s—l

und (Inz)? -z~ ist (s.0.) iiber (0, 1] integrierbar.
Firz € [1,00) und t € (to—e¢, to+e¢) gilt zunéchst Inz < z und damit wegen der Monotonie

der Quadratfunktion:

a 2 T t—1
—f(t,x = (Inz e T
) = na)
2 —x t—1
< e T
.'I)t+1 e—z

S 1‘1+t0+€ . e—ac

und z' T . 77 ist wegen to + € > 0 iiber [1,00) integrierbar (denn das Integral iiber
—x t—1

e~ Tz’ existiert fiir alle ¢ > 1).
Also ist T" in ¢ differenzierbar, da to beliebig war, somit auf (0, c0) und es gilt:

I(t) = / (lnz)®> "' e "
0
Nun gilt fiir alle z € (0,00),t € (0,00):

(Inz)* 2" e >0
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und somit aufgrund der Positivitéit des uneigentlichen Integrals (wie im Tutorium gezeigt)
auch:

I'(t) = A (Inz)® -z e dz>0

Damit ist ' auf ganz R ™ konvex.
Das war aber zu zeigen.

Zu Abschnitt 6.4
6.4.1 Berechnen Sie die Ableitungen der folgenden Funktionen:
a) g(x) = foscos(th‘l) dt,

= [ I+ 222 dt.

a) Es ist:

g = /—Cosxt ) dt

/ 2zt sin(z°t*) dt

0

b) Es ist nach der Kettenregel:
g(x) = / \/1+t2x2 dt + ( )) V1+azt— (%ex) V14 z2e2®

< ogt?
= —————dt — 1+t + "1+ 22
/,z 241 + t222 \/ \/

6.4.2 Zeigen Sie durch Berechnung der Ableitung, dass die durch
5
o) = / (11 2% dt
0

definierte Funktion auf [0, 1] monoton steigend ist.
Es ist

5
g (x) / 2(1 4 2°t*) - 3z*t* dt
0

5
= / 1(62°t* + 62°t%) dt

0
Nun ist aber fiir z € [0,1] und t € [0, 5] sicher 6zt* 4+ 62°t% > 0, also ¢(x) > 0, was die
Monotonie von g zeigt.

6.4.3 Bestimmen Sie die Ableitung von g(z) = f0+°°cos(x2t4)e72t dt auf R.
Zunéchst ist g wegen
—2t —2t
|cos T t ‘ <e

sowie
’21’15 sin(z”t") 2t| < 2zt'e™*

und fooo t"e 2" dt < oo fiir alle n € N differenzierbar, weiter folgt dann

oo
g (z) = —/ 2zt sin(2?t*)e " dt
0

Zu Abschnitt 6.5

6.5.1 Sei f(z) =z fiir x € [0,1]. Berechnen Sie die LP-Normen fiir p € [1, +0o0].
Es zeigt sich, dass ||f|[, fiir p — oo gegen | f[|,, geht. Beweisen Sie, dass das fiir alle
Intervalle [a,b] und alle f € C'[a,b] richtig ist.
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Es ist fiir p < oo zunéchst

1 1/p
i, = ([ oa)
0
1 1/17
B <p+1)
= (+p7'r
und weiter
= =1.
IPlloe = max ||

Sei nun f: [0,1] — R stetig. Dann ist zunéchst fiir 1 < p < g < oco:

1
I, = AP
1
= AP
Holder 1 1
< N, P

1 1/p-p/q 1 1/p-(a—p)/q
</ |f\P‘q/de) (/ 1d:c)
0 0

£l

also ist p +— || f||, monoton. Weiterhin ist fiir 1 < p < oo:

1 1/p 1 1/p
anp:(/o If\”d:v> g(/ IIfIIOO") = 1fl

d.h. p— || ]|, ist beschrénkt.

Also existiert n := limp—oo || f||, und es ist n < [|f|| - Es bleibt also || f[|,, < n zu zeigen:
Dazu sei zo € [0, 1] mit [f(zo)| = [[oof/;. .. hm ..

6.5.2 Fir f € C[0,1] und p € [1,+oo gilt [|f], < [Ifl- Fiir welche f gilt sogar

11, = 11f1le?
Man hat nach der Holderschen Ungleichung, dass:

1l = A1, < 11l = 11l

1
I,” = /O 17 dz = 1.

Gleichheit gilt hier, wenn f und 1 linear abhéingig sind, d.h. falls f = A1 mit A € R.
Anderenfalls gibt es ndmlich zo € ]0,1[ und €,6 > 0, so dass

wegen

@) <Nfll? =6, zo—e<ax<zo+e

es folgt
1
I,r = / PP de

xo—€ xo+e 1

< [T [ = sdes [ ) e
0 xo—¢€ xo+e

= LT -2

< Il

6.5.3 Setzen Sie in der Holderschen Ungleichung f = g und finden Sie so eine Beziehung
zwischen den Normen | f|[,, [|f]l, und [|f]l,-
Es ist

1£11* = 1P = 1120, < WAL IA,-

Zu Abschnitt 6.6
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6.6.1 Sei K ein Korper mit Differentiation. Zeigen Sie, dass die Menge der Konstanten
einen Unterkorper bildet.

Es sei k:= {x € K | 2’ = 0} die Menge der Konstanten.

Zunéchst sind 0,1 € k , denn:

0'=(0+0)=0+4+0 < 0=0
und (im Falle 1+ 1 # 0) ist:
'=@1-1)=1"141-"=(1+1-1 & 1'"=0

(falls 1 +1 =0ist, gilt I’ = (1 +1)- 1" = 0).
Mit x,y € k ist x + y,zy € k, denn:

(z4+y) =2'+y =04+0=0
und

(zy) =2’y +zy =0y + 0z =0.
Mit = € k ist —x € k, denn:

0=0=(—2+2) =(-2)+2" = (-2)

und fiir z € k,x # 0 ist 7 € k, denn:

’

0=1 = (qu)/ S m(xfl)/ _ m(afl) — (371)/ -0

also ist k£ ein Unterkorper.

6.6.2 Beweisen Sie, dass /z + 1 — z algebraisch iiber K,y ist.
Es sei
f@) =1 4+ 30t + 32°t — (x + 1 — 2°) € Kpatlt]

dann ist mit o := Jx + 1:

(Y FT—a)
= (@+1) =32 (z+1)2+32°Vz+1—2°+3z(a—2)° +32°(a—z) — (x+ 1 —2°)
= —3za’ +32°a + 3z(a — x)° + 32° (o — )
= —3za” +32°a + 3za® — 62°a + 32° + 32°a — 32°

0.

damit ist alles gezeigt.

6.6.3 Geben Sie ein Beispiel fiir ein ¢, das gleichzeitig algebraisch, logarithmisch und
exponentiell ist.

Betrachte 1 € K, es ist 1 Nullstelle von f(t) =t — 1, also algebraisch 1'/1 = 0 = 1, also
exponentiell und 1’ = 0 = 1’/1, also logaritmisch.

6.6.4 Begriinden Sie, dass ¢*"/2 keine einfache Stammfunktion hat.
2
Hitte z — ¢® /2 eine einfache Stammfunktion f, so wire doch

V2z 5 x 5
f(\/ia:)—f(O):/O e /th:%/o e’ dr

d.h.
z — V2(f(V2z) - f(0))

eine einfache Stammfunktion von e . Widerspruch.

6.6.5 Fiir k € N mit k > 2 hat ¢® keine cinfache Stammfunktion.

Nach Theorem 6.6.2 reicht es zu zeigen, dass a’ + kaz" "' = 1 keine rationale Losung a hat.
Angenommen a = P/Q mit teilerfremden Polynomen P, Q 16st diese Differentialgleichung.
Wir unterscheiden:

e (Q ist konstant: Es sei n der Grad von P, dann hat ka(z)2z*~' den Grad n+ &k — 1,
a'(x) den Grad n — 1, d.h. ¢/(z) + ka(z)z*~! den Grad n + k — 1, ist also # 1.
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e () hat eine Nullstelle zo # 0, ist zo A—fache Nullstelle, so ist a von der Form

a(z) = Z by (z — x0)”

v=—2X\

mit b_y # 0. Damit ist

a'(z) = Z bov(z —x0)” "
v=—X\
also ist @ ist ka(z)x" ™! ein Pol der Ordnung J, in a’(x) ein Pol der Ordnung A + 1,
d.h. es kann nicht ka(z)z"~! + a’(z) = 1 sein.

e ( hat 0 als einzige Nullstelle, es sei 0 A—fache Nullstelle, wir haben wieder:

mit b_x # 0. Damit ist

v=—

also ist xg ist ka(x)z" ! ein Pol der Ordnung A—k+1, in a’(x) ein Pol der Ordnung
A+ 1, d.h. es kann nicht ka(z)z*~! + a/(z) = 1 sein.

Also hat ezk keine einfache Stammfunktion.



