Zu Abschnitt 5.1

5.1.1 Welche der folgenden Teilmengen von Abb ([0,1],R) ist ein Unterraum?
a) {f | f ist stetig bei 0 oder bei 1}.

b) {f | f ist stetig bei 0 und bei 1}.

o

)
)
) {f | f ist eine Lipschitzabbildung}.
d) {f | f ist unstetig bei 1/2}.

)

a) Beh: Uy := {f | f ist stetig bei 0 oder bei 1} ist kein Unterraum von Abb ([0,1],R).

Betrachte x{oy,") es ist x{03 € U1, da xqo3(z) — 0 = xq03(1) fiir = — 1, und
es ist analog x(1y € U1 wegen der Stetigkeit bei 0.

Aber x{o0y + X{1} = X{0,1} € U1, denn es ist
1
Xgoa3 () =0 # 1= x10,13(0), n — o0
und )
X{0,1} <1 - n) =0+ 1=x013(1), n— oo,

das heifit aber gerade x10,1} & U1, was heifit, dass U; kein Unterraum ist.

b) Beh.: Uy := {f | f ist stetig bei 0 und bei 1} ist ein Unterraum.
Zunichst ist Uy # (), da z.B. 0 € Us,, da konstante Funktionen stets stetig
sind. Seien nun f,g € U und A € R sowie z € {0,1} und (z,)nen eine Folge
in [0,1] mit z,, — x. Dann gilt
(f +2g)(xn) = f(xn) + Ag(y)
Stetigkeit von f, g bei @ f(x) n /\g(x)
= (f +Ag)().
Also ist f+ A\g € Uy und Us ist ein Unterraum.

c) Beh.: Uz := {f | f ist eine Lipschitzabbildung} ist ein Unterraum.

Wegen 0 € Us ist Uz # (), seien also f,g € Us, A € R. Dann gilt, wenn Ly
resp. L, Lipschitzkonstanten fiir f resp. g bzeichnen, fiir z,y € [0, 1]:

|(f +29)(x) — (f + A9 (v)] [f (@) = f(w)] + [ Mg(z) — g(y)]
Lilx —y| + [ALg|z — y|
(Ly+[MLg)|z -yl

IAIA

was f + Ag € Us zeigt.

d) Beh.: Uy := {f | f ist unstetig bei 1/2} ist kein Unterraum.
Betrachte f : [0,1] — R mit f(1/2) := 1 und f(x) := 0 fir # # 1/2. Dann
sind f und —f unstetig bei 1/2 (p.e. ist f(1/2 —1/(2n)) — 0 # f(1/2) =1
fiir n — 00), also f,—f € Uy, aber 0 = f+(—f) ist stetig bei 1/2, also 0 & Uy,
d.h. Uy ist kein Unterraum.

5.1.2 Sei V ein Vektorraum von reellwertigen Funktionen auf einer Menge M.
Dann ist die punktweise definierte Relation ,,<“ eine Ordnungsrelation auf V.

Ddie charakteristische Funktion der Menge {0} fiir eine Menge M und eine Teilmenge A C M
ist x4 : M — R durch xa(m) =1 falls m € A und xa(m) =0 fir m e M\ A.



a) Sei V der Raum der stetigen Funktionen auf R. Zeigen Sie, dass die konstante
Einsfunktion 1 Supremum der Menge A = {f,, | n € N} ist. Dabei sei f,, die
Funktion z — sin(nz).

(Zu zeigen ist also, dass erstens 1 > f, fiir alle n gilt und dass h > 1 sein
muss, wenn h eine stetige Funktion ist, fiir die h > f,, fiir alle n gilt.)

b) In dem vorstehend definierten Raum hat jede endliche Menge ein Supremum.

¢) Diesmal sei V der Raum C' [0, 1]. Zeigen Sie, dass zweielementige Teilmengen
manchmal ein Supremum besitzen, manchmal aber auch nicht.

a) Zunichst ist sicher f,, <1 fiir n € N, denn fiir « € [0,1] ist
fn(z) =sin(nx) <1 =1(z).

Sei nun also h : [0,1] — R stetig und gelte f,, < h fiir alle n € N. Zu zeigen
ist 1 < h.

Dazu zeigt man, dass
A:={z| fo(z)=1fireinne N}
dicht in [0, 1] liegt (das reicht, denn aus der Voraussetzung an h folgt 14 < h|4,

also wegen der Stetigkeit von 1 und h auch 1 < h, q.e.d.).

Sei also = € [0,1] und ¢ > 0, wéhle eine rationale Zahl ¢ = 2k/n mit
|2k/n — an~!| < ¢/(27), und wihle n dabei so, dass m/(2n) < /2 (das ist
durch Erweitern stets moglich), setze nun

2 n 1 7
a:=-nm+—-—=
k n 2
dann gilt einerseits:
2k T
lt —a] < |lo——m|+ —
n 2n
’x T
= ’]r _— —
T 4 2n
I
2 2
= €.

und andererseits:

fala) = sin (2k7+ 7) = 1,

also a € A.

b) Sei also M C C[0,1] endlich, M = {f1,..., fn} esist f := maxj<;<p f; eine
stetige Funktion?), wir zeigen, dass f = sup M gilt:

e M < f ist klar nach Definition von f,

e sei also g € C[0,1] mit M < g und z € [0,1], wihle 1 < ¢ < n mit
f(x) = fi(z), es folgt, dass

f(x) = fi(z) < g(x)

da x beliebig war also f < g

2Fiir n = 2 folgt das aus max{a,b} = 1/2- (a + b+ |a — b]), fiir n > 3 durch Induktion.



c¢) Betrachte zunichst 0,1 € V. Die Menge M := {0, 1} hat sicher das Supremum

1in V, denn:
Es ist 0 < 1, also gilt M < 1, fiir ein g € V mit M < g folgt wegen 1 € M
sofort, dass 1 < g, was 1 = sup M zeigt.
Betrachte andererseits M := {1/2 — id,id — 1/2}, offenbar gilt fiir « € [0, 1],
dass

sup{1/2 —x,x — 1/2} = |z — 1/2|
wir zeigen, dass M kein Supremum in V hat:

Sei dazu M < h fiir ein h € V, wir zeigen, dass ein g € V mit M < g < h,
h # g existiert:

Betrachte die Stelle 1/2, angenommen, es wére h(1/2) = 0, fir n > 0 folgte,

dass
h(1/2 +n)

n
also h/(1/2) > 1, andererseits wiire fiir < 0:

n1/2 +n) <N

>1-
n

-1
n n
also sicher h'(1/2) < —1, d.h. h(1/2) = 0 ist unmoglich, es ist also ~A(1/2) > 0.
Da nun aber h und |- — 1/2| stetige Funktionen sind, existiert ¢ > 0 mit

h(z) — |z —1/2] > h(1/2)/2 fiir |z — 1/2] < e. Wihle nun ¢ € C§°([0,1]) mit
v < h(1/2)/2, ¢(1/2) = h(1/2)/2, ¢ > 0 und suppp C [1/2—¢,1/2+¢],
dann ist g ;= h— @ € V, g < hund M < g sowie g # h, das war aber zu
zeigen.

Zu Abschnitt 5.2

5.2.1 (f,) sei eine Folge von Funktionen von R nach R, die punktweise gegen eine
Funktion f konvergiert. Fiir welche der folgenden Eigenschaften E gilt , Falls alle
fn die Eigenschaft F haben, so auch f“?7

a)
b)
c)
d)

)

a

FE: ,Die Funktion ist bei 5 grofler als bei 4.9%.

E: ,Die Funktion ist nichtnegativ bei allen ganzen Zahlen*.
FE: ,Die Funktion ist stetig bei 0¢.

FE: ,Die Funktion ist konvex*.

Nein.

Betrachte f,(z) := x/n, dann gilt f,, — 0 punktweise und f,(5) = 5/n >
4.9/n = f,(4.9) fiir alle n, aber es ist f(5) =0 % 0 = f(4.9).

Ja.

Sei z € Z, dann gilt f,(z) > 0 fiir alle n € N also auch

f(z) = nh—>Holo fa(z) = 0.

Nein.
Betrachte f,(z) := max{|l —2|",1}, dann gilt f,(z) — 1 fiir z ¢ (0,2) und
fu(z) — 0 fiir z € (0,2).

Die f,, sind stetig in 0 als Komposition stetiger Funktionen, f ist es aber
wegen f(1/n) =0, f(=1/n) =1 fir alle n € N nicht.



d) Ja.
Seien z,y € R, A € [0,1] dann ist

Fz+ (1= Ny) Jim f,(Az + (1= A)y)
nILHgO(Afn(x> + (1 - /\)fn(y))

= M@+ A =Nf(y)

IN

5.2.2 Sei k € N und (P,) eine Folge von Polynomen, fiir die der Grad < k ist. Die
P, sollen punktweise auf R gegen eine Funktion f : R — R konvergieren. Zeigen
Sie, dass auch f ein Polynom mit Grad < k sein muss.

Anleitung: Es sei P,(z) = Z?:o ajn,@? fiir n € N. Man zeige durch Induktion nach
k, dass die Folgen (a;jn)nen der Koeflizienten konvergent sind. Dazu ist es sinnvoll,
sich um die (nach Voraussetzung konvergenten) Folgen (P,(z + 1) — P,(z)) zu
kiimmern.

Man zeigt also zunéchst durch vollstdndige Induktion nach k, dafl die Koeffizienten
der Polynome P, notwendig konvergent sind:

e Induktionsverankerung: k = 0

Im Fall k = 0 gilt Vn € N : P,(z) = ag, € R (die Polynome P, sind
ja vom Grad 0), nach Voraussetzung gilt aber, da (P,) Punktweise gegen f
konvergiert:

f(0) = lim P,(0) = lim ag,
n—oo

n—oo

also konvergiert auch die Koeffizienten Folge (agn)n € N.

e Induktionsvoraussetzung:
Fiir beliebiges, aber festes k € N gelte, daB fiir jede Folge (P,,) mit P,(z) =

k .

>~ ajnx? von Polynomen mit Grad < k, die Punktweise gegen eine Funktion
j=0

f R — R konvergiert mit fiir 0 < j7 < k auch die Folge der Koeffizienten
(ajn) konvergiert.

e Induktionsschluf}:
k+1
Es sei (P,) mit P,(z) = eine Folge von Polynomen vom Grad < k + 1,
j=0
die punktweise gegen eine Fukntion f : R — R konvergieren.
z.Z.: Fir alle 0 < j < k + 1 konvergiert auch die Folge (a;n), € N der
Koeffizienten.

Definiere fiir beliebiges n € N die Funktion @, : R — R durch Q,(z) :=
P,(x+1)— P,(x), weiterhin sei g : R — R definiert durch g(z) := f(z+1) —
f(x), dann gilt fiir beliebiges = € R:

lim Q,(x) =" lim P,(z+1) = lim P,(z) = f(z+1) — f(z) = g(x)

n—oo n—oo n—oo

mithin ist die Folge (@), € N punktweise konvergent gegen g.



Man betrachtet nun fiir n € N die Funktion Q,,:

Qn(zr) = Pu(z+1)—P,(x)
k+1 k+1

— Zam x+ 1) Zam:z:j
k?+1 J k+1
() e

k+1 g k+1 )
- zz%n(i)x”—zaw

j=0v=0 7=0
k41 k41 j k+1
_ vo_ Cd
- Ty <am(y>> =Y ajn
v=0j=v 7=0
k+1 [k+1 y k+1
= g g a,,n< ) ) — E ajna’
im0 \v=my M =0
k+1 [ [kt 5 i
= E E a‘l/’n( ) — Qjn x’
= [\
k[ [k+1 y i
_ } : E : j k+1
- aVn( ) — ajn QT] =+ (G/k_;,_lm — Cbk;_i_l)n)x
i [\
k[ [k+1 y i
- § g aVn( > — Gjn @’
7=0 v=j J
k[ k+1
= E al,n( ) +ajn —ajn | 2’
J=0 [ \v=j+1
k k+1 5
= g g a ( ) ’
vn

Mithin ist die Folge (@) eine Folge von Polynomen vom Grad < k, die
punktweise gegen eine Funktion g konvergiert, nach Induktionsvoraussetzung
sind somit die Koeffizientenfolgen (b;,,) gegeben durch

k+1
VO<j<kVneN:bj,:= Z al,n<y,)
v=3+1 J

konvergent.

Man zeigt nun durch Induktion nach j, dafl daraus fir 1 < 57 < k4 1 die
Konvergenz der Koeffizientenfolge (a;,), € N folgt:

— Indukstionsanfang j = k + 1:

Man betrachte die Koeffizientenfolge by, diese ist, wie bereits gezeigt



konvergent, fiir n € N gilt aber

Da aber (by,) konvergent ist und k eine Konstante, ist nach den GWS
auch (ag41,n,) konvergent.

— Induktionsvoraussetzung:

Es gelte fir 1 < j < k + 1 beliebig, aber fest, da fiir alle k£ mit
j+ 1<k <k+1 die Folge der Koeffizienten a,., konvergiert.

— Induktionsschluf:

z.Z.: Die Folge a;, konvergiert.
Man betrachte die Folge (b;_1,,) diese ist wegen j > 1 konvergent, es
gilt aber:

k+1 »
b = Lo,
v=j
j k+1 v
- (j—l)‘”” 2 “”"(j—l)

v=j+1
k+1

bjfl,n_ Z aun(jzl)

v=j3+1

— Qjn = j

=:cp

Die Folge (c,) ist nach Induktionsvoraussetzung eine Summe von konver-
genten Folgen und somit nach den Grenzwertsédtzen konvergent, damit
ist auch (a;y) konvergent dies war aber zu zeigen.

Es bleibt noch zu zeigen, daf} die Folge ag, der absoluten Glieder von P,
konvergiert:

N.V. konvergiert P,(0) gegen f(0), da aber ¥n € N : P,(0) = ao,, konvergiert
auch (agy,).

Also sind alle Koeffizientenfolgen (a;,) konvergent, dies wollte man aber zei-
gen.

Sei nun (P,) eine beliebige Folge von Polynomen des Grades < k die pnuktweise
gegen f: R — R konvergiert. Wie bisher gezeigt, sind dann mit

k
Vn €N : P,(z) = Zajnxj
=0

auch die Koeffizientenfolgen (a,;) konvergent, es sei

VO<j<k:a;:= lim ay;
n—oo



betrachte die Funktion

P:R — R

k
T E a;x’
j=0

diese ist offenbar ein Polynom vom Grad kleiner gleich k, man zeigt nun, daf§ (P,)
punktweise gegen P konvergiert:

z.7:
VreR : lim P,(x) = P(x)
n—oo
Es sei x € R beliebig, dann gilt
k
nh—>Holo P,(z) = nangoZajnxﬂ
7=0
k
oz Z ( lim ajn) o
k
= Z aj:zcj
j=0
= P(x)

Da (P,) punktweise gegen P und f konvergiert, der punktweise Limes einer Funk-
tionenfolge aber eindeutig bestimmt ist, folgt f = P, mithin ist f (also P) ein
Polynom vom Grad < k.
Dies war aber zu zeigen.

5.2.3 Sei M eine Menge. M ist genau dann endlich, wenn jede punktweise konver-
gente Folge reellwertiger Funktionen auf M bereits gleichméfig konvergent ist.

= Sei A C R endlich, gelte etwa A = {x1,..., 24} mit kK € N und seien f, f,, :
A — R so, daB (fn), € N auf A punktweise gegen f konvergiert, d.h.

Ve e AVe >03ng e NVn>ng: |folz) — f(z) <e
zu zeigen ist, dafl (f,,), € N sogar gleichméfig konvergiert, i.e.
Ve>03ng e NVn>ngVe € A:|fu(x) — f(z)| <e

Sei ¢ > 0 beliebig, wihle nach Vorraussetzung zu jedem 1 < ¢ < kein n; € N,
so dafl
[fr(xs) — f(x)| <e fa.n>mn,
Setze nun ng := max ni, sei n > ng und z € A beliebig, da A endlich ist,
717
existiert ein 1 <7 < k mit x = z;, es ist

n2>mng > mng

[fo(@) = f(2)| = [fnlz:i) = fl@))] < ¢

Also konvergiert (f,)n, € N sogar gleichmiflig gegen f.

< Sei zunichst A C R unbeschriankt, daf heifit

VR>03da€ A:la| >R



betrachte nun fiir n € N die Funktionen f,, : A — R definiert durch
VneNVr e A: f,(x) ::%

Als Komposition stetiger Funktionen sind die f,, offenbar stetig auf A.

Beh.: (fn)n € N konvergiert auf A punktweise, aber nicht gleichmiBig gegen

die Nullfunktion.

Bew.:

— Man zeigt zunichst, dafl (f,), € N punktweise gegen 0 konvergiert, zu
zeigen ist

Ve e AVe >03Ing e NVn>ng:|fo(x)] <e

Seien also z € A,e > 0 beliebig, wihle nach dem Archimedesaxiom

ng € N so dafl
1 €
<
n = |z]+1

fir alle n > ng. Dann gilt fiir diese n:

clal
n( === < <
@) =[] = el < ST <

Das war aber zu zeigen.
Also konvergiert (f,,) auf A punktweise gegen Null.

— Nun zeigt man, dal (f,) nicht gleichmifig konvergiert. Da pnuktwei-
se Konvergenz fiir gleichméfige notwendig ist, reicht es zu zeigen, daf
(fn)n € N nicht gleichmiflig gegen Null konvergiert. Zu zeigen ist also

Jeo > 0Vng € N Jzg € AIn > ng : |fu(z)| > €
Wihle nun ¢¢ := 1, sei ng € N beliebig, wihle, da A unbeschrinkt ist,

ein g € A mit |xg| > ng, setze n := ng, dann gilt

|fn(x0

Das war aber zu zeigen.
Also konvergiert (f,,)n, € N auf A nicht gleichmiiflig gegen Null.

|zo| _ |nol
N =7=>r—

= 1 = EO
Inol ~ |nol

Auf A existiert also eine Folge stetiger Funktionen, die punktweise, aber nicht
gleichméBig konvergiert.

Sei nun A C R nicht endlich und beschrankt.

Als nicht endliche, beschrinkte Teilmenge von R besitzt A nach dem Satz von
Balzano-Weierstrafl einen Haufungspunkt ¢ € R. Man betrachte fiir n € N
die Funktionen

fniA — R
0; fﬁrazgﬁ—%
nf(z—&+2n; fir{-2<z<g-1
—n?(z — £); fﬁrf—%<z<§
x = 0; firx=¢
n*(z—¢§); firé<z<é+:
—n?(x — &) + 2n; fﬁr£+%<x<§+%
0; fiierer%



Die Funktion f, ist offenbar stetig auf AN (—o00,& — 2), AN({— 2,6 — 1),
AN(E—2,9, AN+ L), AN(E+ 2,6+ 2) sowie AN(£+ 2,00). Es bleibt
zu zeigen, dafl f,, an den Stellen £ — %,5 — &8+ }L,f + %, falls diese in A
liegen, stetig ist.
Man betrachte zunéchst & — % und & + %, f» hat dort offensichtlich den links-
und rechtsseitigen Grenzwert 0, dieser stimmt mit dem Funktionswert iiberein.
Also ist f,, in diesen Punkten stetig.
Auch in den Punkten &+ %, &— % stimmen rechts- und linksseitiger Grenzwert
offenbar mit dem Funktionswert n iiberein.
Im Punkte £ gilt

1112 fulz) = 1{% —n?(x—£) =0

<& <&
und

lim £, () = lim n*(x —€) =0

x>€ x>§
also ist f,, auch im Punkt £ stetig (falls er zu A gehort).
Die Funktionen f, : A — R sind also auf ganz A stetig.

Beh.: Die Folge (f,). € N konvergiert punktweise, aber nicht gleichmifBig
gegen die Nullfunktion.

Bew.:

— Man zeigt zuniichst, dal (f,), € N auf A punktweise gegen Null konver-
giert, zu zeigen ist

Ve e AVe >03ng e NVn>ng: |fu(z) <e

Seien x € A, e > 0 beliebig, man unterscheidet drei Fille:

a) v <&
Wiéhle ein ng € N mit x < £ — % fir alle n > ng, dies ist wegen des
Archimedesaxioms stets moglich. Dann gilt fiir alle n > ng:

fula) 2 0 < e

b) z=¢
Wahle ng := 1, fiir alle n > ng gilt
[fn(z)|=0<e
c) x>¢&

Wihle nach dem Archimedesaxiom ng € N so, da} fiir n > ng
£+ 2 < x gilt, dann ist fiir diese n:

[fu(z)|=0<¢
Damit ist alles gezeigt, (fn)n € N konvergiert also auf ganz A punktweise
gegen 0.
— Man zeigt nun noch, da (f,), € N nicht gleichmé&Big gegen Null kon-
vergiert, zu zeigen ist

Jeg >0Vng e N dzg e Adn>ng: ‘fn(l’” > €0

Man wihle g¢ := 1, sei ng € N beliebig. Da ¢ ein Haufungspunkt von
A ist, existiert ein g € A mit z # £ und |z — &| < n01+1' Wihle nun
n > ng mit

1 1
= <l <~
n n
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Dies ist stets moglich, wihle n := max{n € N | [z —¢| < 1} dann ist
wegen |z — | < % (da ng > 1!) und n? > n fiir n > 2 obige Bedingung
erfiillt. Nun ist aber fiir dieses n:

a) Im Fall z < £ ist

< L
- n

lzg — €
\fulzo)) " =" }—”2(1‘0—5”
= [n?||zo — ¢
Wahl von n 9 1
= 1=¢p
b) Im Fall x > ¢ ist
lzg — €1 < L
Falro)l ™25 (e — )
= ’”2||$0*§|
Wahl von n 9 1
= ].:60

Stets ist also f,(z9) > o, das war aber zu zeigen, d.h. (f,), € N kon-
vergiert auf A nicht gleichméfig gegen die Nullfunktion.

Also existiert in A eine Folge stetiger Funktionen, die punktweise, aber nicht
gleichméBig konvergiert.

5.2.4 Esseien f, : R — R Funktionen, die alle Lipschitzabbildungen mit Lipschitz-
konstante < L,, sind. Wenn die f,, punktweise gegen eine Funktion f konvergieren
und die Zahlen L, beschrinkt sind, so ist auch f eine Lipschitzabbildung.
Gilt das auch ohne die Voraussetzung der Beschranktheit der L,,?7
Da die L,, beschriankt sind, existiert L € R mit L,, < L fiir alle n € N, weiter gilt
fir x,y € R:

[fn(@) = fa(y)] < Lulz — y| < Lz — y|

also mit n — oo wg. der Punktweisen Konvergenz auch
[f(z) = f(y)| < Llz -y

d.h. f ist Lipschitzabbildung.
Ohne die Beschranktheit der L,, ist das falsch. Betrachte etwa f,, : R — R gegeben

durch

-1 z<—-1/n
falx):=< nx —1/n<x<1/n
1 >1/n

Diese Folge konvergiert punktweise gegen f: R — R mit

-1 <0
f(z) = 0 z=0
1 z>0

f ist noch nicht einmal stetig, also erst recht nicht Lipschitz, fiir jedes n € N ist
aber f,, eine Lipschitzabbildung zu n, denn fiir x < y € R ist:

o Im Falle 2,y < —1/n ist f,(x) = fn(y)
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Im Falle z < —1/n <y < 1/n ist:

|fn(x) = fa(y)] = |-1 = ny| < |nx — ny| = nlz — y|

Im Falle x < —1/n < 1/n <y ist:

2
n

[fn(2) = fu(@ = [-1-1]=2< —-n<nfz—y|

Im Falle —1/n <2 <y < 1/nist:

[fn(@) = fu(y)| = [ne — ny| = nlz —y|

Im Falle —1/n < x < 1/n <y ist:
[fn(2) = fa(y)] = [nz = 1| < |nz —ny| = nle - y|
e und schliefllich ist fiir 1/n <z <y wieder f,(z) = fn(y).

5.2.5 Geben Sie ein Beispiel fiir eine Folge stetiger Funktionen an, die punktweise,
aber nicht gleichméflig gegen eine stetige Funktion konvergiert.
Betrachte f,, : R — R, gegeben durch f,(z) := z/n. Dann gilt f,, — 0 punktweise,
denn fiir x € R ist (z/n) € ¢o nach Archimedes.
Andererseits ist aber nicht f,, — 0 gleichméig, denn fiir kein € > 0 gibt es N € N,
so dass | fn(2)| < € fiir alle n > N und z € R gilt: Sei ndmlich ¢ > 0, N € N, mit
n:= N, x := ne ist
fa(@) = falne) = == =,

n
Also gilt f,, — 0 nicht gleichméBig.
5.2.6 Muss der gleichméflige Limes von Lipschitzabbildungen Lipschitzabbildung
sein?
Nein. Betrachte etwa f : [0,1] — R, z — /z. f ist keine Lipschitzabbildung (da
die Ableitung von f unbeschrinkt ist).
Fiir jedes n € N ist aber f|[1/,,1) eine Lipschitzabbildung zur Lipschitzkonstante
v/n/2 nach dem Mittelwertsatz:

1 Vn
_ — | —yl < MY
Vo= Vil = gzl vl < Sle —y
Definiere nun f,, : [0,1] — R durch:

r z>1/n
() :={ \/*ﬁ/; x§1§n

Dann ist f,, eine Lipschitzabbildung, denn fiir z,y > 1/n stimmt f, mit f iiberein
und dort ist f Lipschitz, fir z,y < 1/n ist f, linear, also Lipschitz, also ist f,
Lipschitz. Weiterhin gilt:

[fo = fII < sup [fu(z) = f(@)[+ sup |fu(z) — f(2)|

z<1/n z>1/n
< sup |fu(z)|+ sup [f(z)]
z<1/n z<1/n
= Vn-1/n+/1/n
)

NG
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Also gilt f, — f gleichméBig und damit ist alles gezeigt.

5.2.7 (fn) sel eine aufsteigende Folge stetiger Funktionen auf R, die punktweise
gegen eine stetige Funktion f konvergiert. Dann ist f das Supremum der Menge
{fn | n € N} im geordneten Raum CR.

Sicher ist f, < f fiir n € N, da (f,,) aufsteigend ist, also

Sei also g € CR mit f,, < g fiir n € N, angenommen, es gébe z € R mit g(z) < f(z),
essein:= (f—g)(z) > 0, wegen f,(z) — f(z) existierte n € N mit f(z)— fn(z) < n,
d.h.

fn(@) > f(x) =n = fz) = f(z) + 9(z) = g(2),

im Widerspruch zu f, < g.
Also gilt f < g und die Behauptung ist gezeigt.

5.2.8 Essei f: R — R eine Funktion, wir setzen f, := f/n.
e Gilt f,, — 0 punktweise?
e Fiir welche f geht (f,,) gleichmiBig gegen die Nullfunktion?

e Ja.

Es sei € R, dann ist wegen 1/n — 0 auch
1
Fule) = - f@) ~0- f(x) =0,

e Genau fiir beschrénkte f:

= Es gelte also f,, — 0 gleichméfig. Wihle also ein n € N, so dass

PO @) <

fiir alle z € R gilt. Es folgt
|f(z)] <n firallezeR,

also die beschrianktheit von f.

< Essei f durch M beschrinkt und € > 0, wihle ng € N, so dass M/n < ¢
fiir n > ng, dann gilt fiir diese n und alle x € R:

fula)] = @

n

M
—<e¢
n

also f,, — 0 gleichmifig.

5.2.9 Definiere f,, : R? — R durch f,(z,y) := (2?+y?)". Auf welchen Teilmengen
A von R? konvergiert (f,,)

e punktweise gegen 0,
e gleichmaflig gegen 07

Es bezeichne im Folgenden D := {z € R? | |zf|, < 1} die euklidische offene
Einheitskugel im R %:

e Beh.: f,|4 — 0 punktweise < A C D.
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= Angenommen es wire A ¢ D, dann existiert 2 € A mit ||z||, > 1, dann
wére aber
falw) =lz]3" > 1
fiir alle n € N, also keine Nullfolge im Widerspruch zur Voraussetzung.
Alsoist A C D.

< Essei v € A, dann ist ||z]|, < 1 nach Voraussetzung, also gilt
2n
fn(x):”xHQ —0, n—oo
d.h. fn|a — 0 punktweise.
e Beh.: f,|a — 0 gleichmiilig <= A~ C D.

= Sicher ist A C D, da gleichméflige Konvergenz punktweise impliziert,
also A~ C D~, angenommen es wire A~ ¢ D, d.h. es gibe x, € A C D,

T, — x mit [[z]|, =1 (also gilt insbesondere [|z,[|, — 1) .

Wir zeigen nun, dass f, — 0 gleichméflig falsch sein muss: Es sei ¢ = 1/2

und ng € N beliebig, withle ein n > ng mit ||z,||, > ?"¢/c (moglich

wegen ||z, ||, — 1), dann ist

2n 1
|fn0(xn>‘ - ”‘rn” >e= 5
da ng € N beliebig war, steht das im Widerspruch zur gleichmé&figen

Konvergenz.
Also gilt A= C D.

< Auf der kompakten Menge A~ nimmt | - ||, sein Maximum an, es sei

[P
n = max |z,
dann ist n < 1, da A~ C D. Fir alle n € N gilt nun

£l all o = sup abs fu(2) = sup [l2[|3" < n** —0
z€A T€A

also f,, — 0 gleichméfig.

Zu Abschnitt 5.3
5.3.1 Es seien h,g € C'[0,1] mit h < g. Zeigen Sie, dass im Fall h # g die Menge

®:={feC[0,1][h<f<g}

nicht gleichgradig stetig ist.
Wihle zg € ]0,1[ mit h(zg) < g(xo), und wegen der Stetigkeit von h, g ein g9 > 0
so dass mit 1 := (g — h)(zo) gilt:

(g — h)(z) > g fiir alle = € 20 — £, 20 + €0, -]

Man zeigt nun, dass ® in zg nicht gleichgradig stetig ist, d.h. zu zeigen ist

AY I T le—wl <6AIf@) -~ flao) 2 e

e>06>0 fed z€[0,1]
Setze € := €, es sei § > 0, sei § < min{e, §} und definiere f : [0,1] — R durch

hz) z<mo—e
f(z) := h(m)—i—%(m—xo) 20— B <x<zy+ 0
g(z) xot+e<z
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und setze f dazwischen so fort, dass f € C[0,1] und ¢ < f < h. Fiirzp— <z <
To + [ ist nun

@)~ flan)] = |t a0
man kann also z wie gefordert wihlen, falls nur 2¢/n - 8 < §, wéhle dazu nur g
hinreichend klein.
Damit ist alles gezeigt.

5.3.2 f1, fa,... seien stetige Funktionen auf [0, 1], die punktweise gegen eine Funk-
tion f konvergieren. Dann sind dquivalent:

a) (fn) konvergiert gleichmiflig gegen die Funktion f. (Insbesondere ist dann f
stetig.)

b) Fiir alle konvergenten Folgen (x,) mit lim,,_ o x, = o, gilt
T fo () = £(a0).

a) = b)
Sei also (f,) gleichméBig konvergent gegen eine Funktion f. Da die (f,,) nach
Voraussetzung stetig sind, ist auch f stetig. Sei (z,), € N eine beliebige
konvergente Folge in [0, 1] und z¢ € [0,1] ihr Grenzwert.
ZU zeigen ist:

limy, 00 fn(xn) = f(xO)

Ve >03ng € NVn>ng: | falzn) — flzo)] < e

Aufgrund der Stetigkeit von f gilt mit =, — z¢ auch f(x,) — f(xo) fiir
n — oo, wihle ein n; € N mit |f(z,) — f(zo)| < § fiir alle n > ny, wihle
weiterhin ny € N, so da8 |f,,(z) — f(x)| < § fiir alle n > no und alle x € [0, 1].
Dann gilt fiir alle n > ng := max{nj, na}:

[fu(@n) = flxo)l = |fu(2n) = f(@n) + fzn) — f(zo)]

< U falan) = @)+ 1 () — Fa0)]
L E4E

- 2 2

= ¢

Das war aber zu zeigen.

b) = a)
Sei also (fy,) eine Folge in C[0,1], und f eine Funktion auf [0,1], so daf§ fiir
jede konvergente Folge () in [0, 1] mit lim, . , = xo gilt:

Dann hat auch jede Teilfolge (f,, ) offenbar diese Eigenschaft.
zu zeigen ist, dafl f, gleichméflig gegen f konvergiert, zunichst zeigt man,
dafl f, punktweise gegen f konvergiert, d.h.

Vag € [0,1] : im fr(x0) = f(x0)

n—oo

dies folgt aber sofort aus der Voraussetzung, da fiir jedes xo die konstante
Folge (x¢)n € N eine gegen x konvergente Folge ist.
Man zeigt nun, dafl ® := {f,n € N} beschrinkt und gleichgradig stetig ist:
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e & ist beschrinkt:
Angenommen, ® wire nicht beschrinkt, d.h. die Menge {|| f,||n € N} ist
unbeschrénkt, wihle zu jedem n € N nach dem Satz vom Maximum und
Minimum ein z,, € [0,1] mit |f,(2,)| = ||fn]l. Als Folge in [0, 1] besitzt
(zn,) eine konvergente Teilfolge x,,, gelte etwa lim, ,oo[k]zn, =: wo.
Betrachte nun die Folge (| fn, (zn,]), n.V. gilt

nlgrgo[k”fm (zn)| = f(x0)

anderersteits ist aufgrund der Wahl der z,, und der Unbeschrinktheit
von &: o o
T foy ()| = T [ | = o0
Dies ist ein Widerspruch.
Also ist ® beschréankt.

o & ist gleichgradig stetig:

Angenommen ® wire nicht gleichgradig stetig, d.h. mit § =

n

1
o €10,1] 3e > 0Vn €N Juy € [0,1] : [ — o] < —Alfu(wn) = ful(z0) > €

Seien nun z( € [0,1] und (z,) so gewihlt, dal obiges gilt, dann ist of-
fenbar lim,, .., £, = o und wegen der pktweisen Konvergenz der f, gilt
auch lim, o fn(2z0) = f(2o) und nach Voraussetzung ist lim, o fn(zn) =
f (o).

Wiéhle nun ng € N mit [f,(z,) — f(zo)| < § und [fo(z0) — f(w0)| < §
f.a. n > nyg, fiir diese n gilt dann

[Fuln) — F(a0) + F(xo) — (o)

‘fn(mn) - f(‘TO)l + |f(.’170) - fn(x0>|
G
3 3
2

= 55

Dies ist ein Widerspruch zu € > 0.
Also ist ® gleichgradig stetig.

g

IIA

IN

IN

Man zeigt nun, dafl f notwendig stetig sein muf3:

Als beschrinkte und gleichgradig stetige Folge in C[0,1] besitzt (f,) eine
gleichmiflig konvergente Teilfolge (folgt aus 1(ii) und dem Satz von ARZELA-
AscoLl), sei (fn,) eine solche Teilfolge.

Sei (z,) eine konvergente Folge in [0, 1], xo := lim, . &5, zu zeigen ist die
Stetigkeit von f, d.h. lim, o [k]f(zx) = f(x0), also

Ve > 03k € N Vk > ko |f(ar) — flao)| <e

Sei e > 0, da (f,,) gleichméBig gegen f konvergiert, existiert ein k1 € N mit
| fu, () = f(x)] < 5 fa. k> Ky und fa. 2 € [0,1], weiterhin existiert ein ko €
N mit |fy, (zx) — f(z0)| < § fiir alle & > ky. Wéhle nun kg := max{ki, ko },
dann gilt fir k > kq:

|f(zk) — f(z0)]

k) = fri (2k) + foi (21) = f(0)]
k) = fr (@6)| + | (21) = f(20)]

IN
RE -G Iy

(
(

_|_

IN

<
2
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Also ist f stetig in zg, da z( beliebig war, in f also stetig auf [0, 1].
Es bleibt zu zeigen, dafl (f,,) auf [0, 1] gleichmiBig gegen f konvergiert.

Angenommen, dies gelte nicht, d.h.
Je > 0Vno € NIn > noz € [0,1] : |fn(z) — f(x)] > ¢

Definiere wihle nun zu ng = 1 einny > ng und ein z1 € [0, 1] mit | f,, (1) — f(z)| >
¢ und nun induktiv zu jedem k € N ein ng > ng—1 + 1 und ein z;, € [0, 1] mit

| fri(@i) — f(@)| > e

Betrachte nun die Folge (f,, ), sie hat (s.o0.) eine gleichméfig konvergente Teil-
folge (fn,, ), da [0, 1] kompakt ist, besitzt auch die Folge (zy,) eine konvergente
Teilfolge (%j ), sei xp ihr Grenzwert, nun gilt einerseits n.V.

lim [j]fnkl] (xkzj) = f(.’I?O)

n—00

und wegen der Stetigkeit von f gilt

lim [j]f(:cklj) = f(wo)

n—oo

durch Anwendung der Grenzwertsétze erhilt man hieraus

tim [j] (f(2n,,) = fus, (@) =0

im Widserspruch zu Vk : | f(xg) — fn, (zx)] > €.
Also konvergiert f, auf [0,1] gleichméBig gegen die Funktion f.

Quod erat demonstrandum.

5.3.3 Man untersuche auf gleichgradige Stetigkeit:
(a) {t—sin(2"t) | ne N} auf R,
(b) {t —t" | n € N} auf [0,a], wobei a > 0.
Bem.: Die Definition der gleichgradigen Stetigkeit fiir Funktionenfamilien auf nicht-
kompakten metrischen Rdumen ist wortlich diesselbe wie im Fall kompakter Réume.
a) Beh.: Die gegebene Funktionenmenge ist nicht gleichgradig stetig.
Bew.:
Es sei die Abbildung ¢ — sin (2™¢) mit f,, : R — R bezeichnet, zu zeigen ist
o eR Ie>0VI>0FHeR IneN |t —to] <IA|fn(t) — fulto)] > ¢

Wihle tg := 0,¢ := % sei & > 0 beliebig, wihle n € N mit 575 < 6 und
t 1= 5757, dann gilt
77

|t —to| = il

<5

aber

|fn(t)_fn(t0)|: %

Also ist {t — sin (2"t)n € N} auf R nicht gleichgradig stetig.

b) Man unterscheidet fiir die Funktionen g, : [0,a] — R, ¢t — t" zwei Félle
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e 0<axl
Beh.: In diesem Fall ist {g,n € N} gleichgradig stetig.
Bew.:

Wie auf dem letzten Ubungszettel gezeigt, konvergiert in diesem Fall die
Folge (gn)n € N gleichméBig gegen die Nullfunktion, somit ist, wie in
der Vorlesung bewiesen die Menge {g,n € N} gleichgradig stetig, da
eine Menge, die als Elemente nur die Glieder einer gleichméfig konver-
genten Folge stetiger Funktionen hat, stets gleichgradig stetig ist.

e 0 <1
Beh.: In diesem Fall ist die gegebene Menge nicht gleichgradig stetig.

Bew.:
Zu zeigen ist, dafl

Jto € [0,a) e >0V > 03t €[0,a] In € N : [t — o] < IA|gn(t) — gn(to)] > €

wahle tg := 1, := %, sei § > 0, wihle ¢ := max{0,1 —¢}. Da0 <t <1
gilt, ist (¢") Nullfolge, wihle demnach n € N mit t” < 3, dann ist

[t —tol =t -1 <¢

andererseits aber

n n ]'
‘fn(t)_fn(t0)|:|t —1 | >§:5
Also ist {gnn € N} nicht gleichgradig stetig auf [0, a] im Fall a > 1.

Die Menge {g,n € N} ist also nur fiir 0 < a < 1 gleichgradig stetig auf [0, al.

5.3.4 Sei f: [a,b] X [¢,d] — R eine Funktion. Genau dann ist f stetig, wenn die
Menge {f(-,t) | t € [¢,d]} in Cla,b] und {f(s,-) | s € [a,b]} in C|e,d] liegen und
gleichgradig stetig sind.

(Hier ist f(s,-) die Funktion ¢t — f(s,t), analog fiir f(-,t).)

o —>

Sei also f : [a,b] X [¢,d] — R stetig, da [a,b] X [c¢,d] als beschrinkte und
abgeschlossene Teilmenge des R? kompakt ist, ist f dann sogar gleichméBig
stetig, d.h. es gilt

Ve > 030 >0V, y € [a,b] x [c,d] : ||z —yll, <5 = |f(x) — fly)| <e

Zunéchst wird gezeigt, dal M, C Cla, b] gleichgradig stetig ist, zu zeigen ist
also, daf fiir alle sg € [a, ] gilt:

Ve > 036 >0Vt e [c,d] Vs € [a,b] :
s —s0l <6 =|f(s,t) = flso, 1) < e

Sei also sg € [a,b],e > 0 beliebig, wiihle nach Voraussetzung ein § > 0, so daf§
|f(s0,t) = f(s,t)| < e

fur alle (s,t) € [a,b] x [¢,d] mit ||(so,t) — (s,t)|, < I gilt.
Sei nun ¢ € [c, d] beliebig, s € [a,b] mit |s — sg| < 0, dann gilt

(5,8) = (s0, )l = [I(5 = 50,0}l = [s = 50| <&
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und damit aufgrund der Wahl von Delta auch

|f(57t) - f(SOvt” <e

Also ist M C Cla, b] gleichgradig stetig.

Es bleibt zu zeigen, dal M; C C|c, d] gleichgradig stetig ist, also, daf fiir alle
to € [c, d] gilt

Ve >030 >0Vs € [a,b] Vt € [c,d] : [t —to] <= |f(s,t) — f(s,t0)| < e
Seien tg € [¢,d],e > 0 beliebig, wiihle nach Voraussetzung ein ¢ > 0, so daf3
[f(s,t) = f(s,to)| < €
fiir alle (s,t) € [a,b] X [¢,d] mit ||(s,t) — (s, to)|l, < ¢ gilt.
Sei nun s € [a, b] beliebig, ¢ € [c,d] mit |t — to| < 4§, dann gilt
1(s,8) = (s, t0)lly = (0, —to)lly = [t —to| <6
und damit aufgrund der Wahl von Delta auch
|f(s,t) = f(s,t0)| <€
Also ist My C Cle, d] gleichgradig stetig.
—
Seien also M und M; gleichgradig stetig, zu zeigen ist, dal f stetig ist, d.h.

V(s0,%0) € [a,b] X [c,d] Ve > 030 > 0V(s,t) € [a,b] X [¢,d] :
[(s0,20) = (5, 0)[l; <0 = [f(s0,%0) = f(s,0)[ <€

Sei (s0,t0) € [a,b] X [¢,d],e > 0 beliebig, wéhle aufgrund der gleichgradigen
Stetigkeit von My ein §; > 0 so, daf}

Vs € [a, bVt € [c,d] : |s — so| <01 = |f(s0,t) — f(s,t)] <
und aufgrund der gleichgradigen Stetigkeit von M; ein d9 > 0, so dafl
Vt € [c,d]Vs € [a,b] : [t —to] < Ja = |f(s,t0) — f(s,t)] <
sejczte nun § := min{dy, d2} > 0, dann gilt fiir beliebiges (s,t) € [a,b] X [c,d]

mit
[[(s0,t0) — (5,0)ll; <0 = |s —sol, [t —to| <0

folgendes:
|f(s,t) = f(s0,t0)l = |f(s,t) = f(s0,2) + f(s0,1) — f(s0,t0)]
< f(st) = fs0, )| + [f(s0,t) = f(s0.t0)
€ €
< 54‘5
= €

Somit ist f stetig.
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f ist also genau dann stetig, wenn Mg und M; gleichgradig stetig sind.

5.3.5 Sei (f,) eine Folge stetig differenzierbarer Funktionen auf [0, 1] mit

/(0 <1 und fr]l <1

fiir alle n € N. Dann besitzt (f,) eine gleichméBig konvergente Teilfolge.

5.3.6 Untersuchen Sie die folgende Teilmengen von C[0, 1] auf Kompaktheit:

a)
b)
)

)

d

c)

My ={fn|n €N}, fo(z) = (z/2)"
My, =M U {O}
M ={f € C[0,1] | f ist Lipschitzstetig}

My ={f € C[0,1] | f ist Lipschitzstetig mit
Lipschitzkonstante < 1}

Ms = {f € C[0,1] | f ist Lipschitzstetig mit
Lipschitzkonstante < 1,|f] < 2}

Untersuchen Sie auf gleichgradige Stetigkeit:

f)
2)

Mg = {fn |n €N}, wobei f, : R =R, f,(x) =2%/n
M ist nicht kompakt, da M; in C[0, 1] nicht abgeschlossen ist: Es gilt ndmlich

" 1
Fallo = sup So =m0
Il = 3P 5 =50

also f,, — 0 in C0, 1], aber 0 & M.

M ist kompakt: Sei (O; )i offene Uberdeckung von My, dann existiert ig € I
mit 0 € O;,, in a) wurde f,, — 0 gezeigt, also existiert ng € N mit f,, € O,
fir n > ng, zu jedem j < ng existiert nun aber ein i; € I mit f; € O;,, d.h.
(O4; )o<j<n, ist eine endliche Teiliiberdeckung und die Kompaktheit von Mj
ist bewiesen.

Mj ist nicht kompakt, da M3 nicht beschrinkt ist, z.B. ist n1 € M3 fiir jedes
n € N, da konstante Funktionen Lipschitzstetig sind, aber es ist ||n1|__ = n.

My ist nicht kompakt, da wie in ¢) nl € M, fiir n € N gilt.

My ist kompakt: Wir zeigen, dass M5 beschrénkt, abgeschlossen und gleich-
gradig stetig ist:
e Nach Definition von My ist M5 durch 2 beschrankt.

e Essei (f,) € MY eine Folge mit f,, — f € C[0,1]. Nach Aufgabe 5.2.4
und deren Beweis ist dann f ebenfalls Lipschitz zu 1, da Konvergenz
in C[0,1] punktweise Konvergenz impliziert, weiterhin ist |f| < 2, da
|fr(x)] <2firallen € N und 0 <z <1 gilt. Also ist f € Ms.

e Es sei o € [0,1] und € > 0. Wihle § := ¢, dann ist fiir z € [0, 1] mit
|z —zo| < 0 und f € Ms:

|f(wo) — flz)| < |z —wo| <d=¢

also ist M5 gleichgradig stetig.



20

f) Mg ist gleichgradig stetig: Es sei g € R beliebig und ¢ > 0. Wihle 6 :=
e/(2]xo| + 2¢), es sei € R mit | — o] < § und n € N, dann gilt nach dem
MWS:

Fal@) ~ Falao)l = |o? —a3

el — ol
2619

2(|.’170| +E)6
3

IAIA

Das war aber zu zeigen.
5.3.7 Zu vy € [0,1] definieren wir eine Funktion f, € C|0,1] durch

£,(z) = exp(2).
Sei nun M := {f, | v € [0,1]} die Menge dieser Funktionen.

a) Man zeige, dass M gleichgradig stetig ist.

b) Ist M sogar kompakt in C|0, 1]?

a) Betrachte f : [0,1] — C[0,1], v — f,, wir zeigen dass f Lipschitzabbildung

zu e ist: Es seien v, d € [0, 1], und x € [0, 1] beliebig, nach dem Mittelwertsatz
exisitiert £(x) zwischen vz und dz (also insbesondere &(z) € [0, 1] mit

5””‘ = eg($)|7x — x|
= 2@y — 4|
let|y — 4|
e-|y—4d|

’ew —e

IN

es folgt
Ify=Ffslle = sup [fy(z) = fs(2)]

0<z<1

< sup e-|y—J
0<z<1

= ely—94|

Also ist f Lipschitzstetig, insbesondere stetig, was zeigt, dass M = f([0, 1])
als stetiges Bild eines Kompaktums kompakt und damit gleichgradig stetig
ist.

b) Das wurde unter a) mitgezeigt.

Zu Abschnitt 5.4

5.4.1 Zeigen Sie, dass die Aussage des Banachschen Fixpunktsatzes ohne die
Voraussetzung der Vollstéindigkeit nicht stimmen muss. Genauer: Geben Sie fiir
M =]0,1[ und M = Q jeweils eine Kontraktion f : M — M an, die keinen
Fixpunkt besitzt.

o Auf ]0,1[ betrachte f(z) := x/2, dann ist f : ]0,1[ — ]0,1][ stetig und
Lipschitz zu 1/2 (also eine Kontraktion), hat aber keinen Fixpunkt, da x/2 =
x genau fiir z = 0 gilt, aber 0 € ]0,1].
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5.4.2 Auch im Brouwerschen Fixpunktsatz sind alle Voraussetzungen wesentlich.
Geben Sie ein f ohne Fixpunkte in den folgenden Fillen an (K soll dabei stets nicht
leer sein):

a

b

) f ist stetig, K ist konvex aber nicht kompakt.

) K ist kompakt und konvex, f ist aber unstetig.
c) f ist stetig, K ist kompakt aber nicht konvex.

)

a) K = R ist sicher konvex, f : R — R, x — = + 1 ist stetig, hat aber wegen
1 # 0 keinen Fixpunkt.

b) Auf der kompakten konvexen Menge K = [0,1] hat f : [0,1] — [0,1] mit
f(x) =0 fir £ # 0 und f(0) = 1 keinen Fixpunkt.

¢) Auf der kompakten Menge K = [0,1] U [3,4] hat die stetige Funktion f(z) :=
2z — 2 keinen Fixpunkt, denn

w—2=x <<= x-2=0 < z=2¢]0,1]UI3,4].

5.4.3 Gilt der Cantorsche Durchschnittssatz auch dann, wenn man ihn mit offenen
Kugeln formuliert?
Nein. [0,2] ist ein vollstindiger Metrischer Raum, aber mit K, := Uy, (1/n) =
10,2/n] gilt

M 10.2/n[=0

neN
da 2/n — 0.

5.4.4 Sind die folgenden Aussagen richtig oder falsch?

a) Das Komplement einer Teilmenge von zweiter Kategorie ist von erster Kate-
gorie.

b) Sind A;, As, ... von zweiter Kategorie in M und gilt Ay D Ay D ---, so ist
der Durchschnitt der A,, ebenfalls von zweiter Kategorie.

a) Falsch. Betrachte R, und A = (—00,0), dann ist A von zweiter Kategorie,
denn: Angenommen es gébe nirgends dicht A, C R mit (J,,.y An = A4, dann

ware
U (-1 = 40) = (~1— 4) = (~1,00)
neN
und mit Bg, := A,, Bo,t+1 = —1 — A, fiir n € N, wiiren B,, nirgends dicht
und
R = U B,
neN

von erster Kategorie in sich.

Also ist A von zweiter Kategorie, genauso zeigt man, dass auch A¢ = [0, c0)
von zweiter Kategorie ist.

b) Falsch. Es sei M = R, dann sind A,, := [0,1/n] von zweiter Kategorie in R
(das zeigt man wie in a)), aber es ist

m An:{o}

sogar nirgends dicht in R.
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5.4.5 Gibt es einen metrischen Raum, in dem die leere Menge von zweiter Kategorie
ist?

Nein. Die leere Menge ist stets nirgens dicht, da sie offen—-abgeschlossen ist, d.h. es
ist (07)° =0 in jedem metrischen Raum.

5.4.6 Es gibt nicht-vollstdndige metrische Rdume, die von zweiter Kategorie in
sich sind. (Die Vollsténdigkeit ist im Satz von Baire also nur eine hinreichende
Bedingung.)
Betrachte M := (0,00) mit der euklidischen Metrik. Angenommen es wire M =
Unen An mit in M nirgends dichten A, o.E. sei A,, abgeschlossen in M fiir alle
n € N. Es folgte, dass

[1,00) = |J (4n N [1,0))

neN

wére. Nun ist aber mit B,, := A, N [1,00) abgeschlossen in [1,00) und das innere
von B, in [1,00) ist eine Teilmenge des inneren von B,, in (0,00), also leer, d.h.
[1,00) wire von erster Kategorie in sich. Widerspruch.

Also ist M von zweiter Kategorie in sich.



