Analysis I — Ein Lernbuch fiir den sanften Wechsel von der Schule zur Uni 1

Lésungen der Ubungsaufgaben
von Kapitel 4

zu 4.1

4.1.1 Eine Funktion f: R — R sei als Nullfunktion fiir < 0 und als 2 +— 22
fiir x > 0 definiert. Beweisen Sie, dass f einmal, aber nicht zweimal differen-
zierbar ist.

Finden Sie allgemeiner fiir beliebiges vorgegebenes k eine Funktion, die k-
mal, aber nicht (k+1)-mal differenzierbar ist.

Also zunéchst ist f an jeder Stelle  # 0 unendlich oft differenzierbar, da ja
dann f in einer Umgebung von z ein Polynom ist. Es bleibt zu zeigen, dass f
in 0 ein— aber nicht zweimal differenzierbar ist:

An der Stelle 0 ist aber:

_ 2
i JOHR-fO) P
h—0+ h h—0+ h
= lim h
h—0t
=0
fO+h)—f(0) 0
hli%l— h o hli]%l— h
=0

Die erste Ableitung von f ist also:

. 2¢c x>0
f'xH{ 0 <0

und f ist einmal differenzierbar, es bleibt zu zeigen, dass f’ in 0 nicht differen-
zierbar ist, es gilt:

’ gl
i L OB =) 20
h—0+ h h—0+ h
= 2
SO0 +R) -0
g h =

Also ist f’ in 0 nicht differenzierbar und f ist einmal aber nicht zweimal diffe-
renzierbar.
Betrachte nun fiir £ € Ny die Funktion

>0

fi: R >R, x»—>{ 0 JJ;O

Man zeigt, dass fr das Gewiinschte leistet, d.h. k—mal, aber nicht (k+1)-mal
differenzierbar ist durch Induktion nach k:

e Induktionsanfang: Fiir k¥ = 0 wurde oben schon gezeit, dass fy (= f'/2)
nicht differenzierbar ist, also gilt das auch fiir fy.



o Induktionsvoraussetzung: Fiir ein k € N sei gezeigt, dass fx k—mal, aber
nicht (k+1)-mal differenzierbar ist.

e Induktionsschluss: Nun ist f;4; fiir z # 0 als Polynom differenzierbar, in

x =0 gilt:
_ k42
lim Sre1(0+h) = fea(0) lim h
h—0t h h—o+ h
= lim RFt!
h—0+
=0
iy PertO+8) =~ fen (@ ) 0
h—0— h h—0- h
= 0

Also ist fr41 differenzierbar mit

, (k+2)z" >0
fl,c-‘rl'z'_){ 0 LCSO

d.h. fi = (k+2)fx, nach Induktionsvoraussetzung, ist also f;_ , weitere
k-mal differenzierbar, aber nicht weitere k+1 Mal, d.h. es ist fr411 (k+1)—
mal, aber nicht k+2-mal differenzierbar.

4.1.2 f:R — R sei Null auf den irrationalen Zahlen, fiir (gekiirzte) rationale
Zahlen p/q (mit p € Z und ¢ € N) soll der Wert 1/¢* zugeordnet werden. Gibt
es Punkte, an denen f differenzierbar ist?

Sie diirfen ausnutzen, dass es zu jeder irrationalen Zahl x unendlich viele
rationale Zahlen p/q so gibt, dass |z — p/q| < 1/¢>.

Beh.: f ist nirgends differenzierbar.
Sei zunéchst x = p/q € Q, wegen (R \ Q)™ =R gibt es z,, € R \ Q mit
T, — X, es ist aber

fan) =0 f(@) = =5 >0

also ist f in z nicht stetig, erst recht nicht differenzierbar.
Sei nun z € R \ Q. Man zeigt, dass es eine Folge (z,,) = (pn/¢n) in Q gibt,
so dass

v Dn 1
]
neN dn In
und x, — x gilt.
Nach obiger Bemerkung ist
1
{p ‘pEN7q€Z7 x_‘SQ}
q q q

unendlich. Also gibt es eine streng monotone Folge (¢,) in N und p, € Z so

dass
1

P
dn
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Da (gy,) streng monoton ist, folgt ¢, > n — oo (durch Induktion: ¢; € N, also
g1 > 1 und ¢u41 > ¢ > n, also wegen ¢p4+1 € N sicher g,11 > n+1) und damit

1
<—2~>O

' p’l’L
r— —
an

an

d.h. z, = pn/qn — .
Nun ist zunéchst, da p,, g, nicht notwendig teilerfremd sein miissen:

AN 1 88T (Pn,qn)* _ 1
flen) = 1 <qn> © 2/28T(Pn an)? q2 = a2
‘f(l’n) — f(z) 1/q2
T, — T [Pn/Gn — |
1/q2
= g
= 1

Also ist insbesondere (f ()~ f(2))/(2n—2) keine Nullfolge. Fiir jede irrationale
Folge y,, — =, y, # x ist aber

lim flyn) = @) _ lim 0=0

n—oo yTL — X n—oo

also stimmt nicht fiir alle Folgen z,, — x der Grenzwert des Differenzenquotien-
ten iiberein, d.h. f ist in z nicht differenzierbar.

4.1.3 Finden Sie eine differenzierbare Funktion von R nach R, fiir die f’ nicht
stetig ist.

Betrachte f : z +— 22 sin% mit f(0) := 0. f ist in & # 0 sicher differenzierbar,
in x = 0 gilt:

f(h) = £(0) h?sin(1/h)
-
h|sinlll‘
< |hl—0, h—0

Also ist f differenzierbar mit

o1 1
FiR SR, z— 2acs1n;—cos; x#0
0 z=0

f ist aber in 0 nicht stetig: Betrachte die Folge (z,), gegeben durch z, :=
1/(2mn), sicher ist (x,) eine Nullfolge, aber es ist

nh~>nc}o fllx,) = nlggo <2 . % -sin(27n) — cos(27m)>
= nlLII;O(—l) =—-1#0= f'(0).

Also ist f’ in 2 = 0 nicht stetig.



zu 4.2

4.2.1 f und g seien auf R definierte differenzierbare Funktionen. Wenn dann
f"” = g¢" ist, so unterscheiden sich f und g nur durch eine Funktion der Form
a+ bx.

Betrachte zunéchst f' und ¢’. Wegen (') = (¢’)’, gibt es ein b € R, so dass
f'(z) = ¢'(x) + b fiir alle x € R. Betrachte nun die Funktionen f und h : z —
g(x) + bz, dann ist h differenzierbar mit &' = ¢’ + b = f’, also unterscheiden
sich f und A nur um eine Konstante a € R, es gilt also

Y f@) = h(z)+a=g(z) +bx+a=g(z) + (a + bz).
z€R

Das war aber zu zeigen.
zu 4.3

4.3.1 Berechnen Sie das dritte Taylorpolynom der Funktion f bei x(, wenn
(a) f(z) =Inz und z¢ = 2 bzw.
(b) f(x)=1/z und g =1

und geben Sie eine Abschétzung des Fehlers, wenn man f(z) fiir |z — x| < 0.1

durch den Wert dieses Taylorpolynoms an der Stelle = ersetzt. Berechnen Sie
weiter die Taylorpolynome 2. Grades bei zy von

(¢) z— /1 —x fiir zg = 0 und
(d) x+— exp(l/x) fiir 2o = 1.

(a) f(x) = Ina,a =2

Die Funktion f : R+ — R ist auf ihrem ganzen Definitionsbereich beliebig
oft differenzierbar. Man bestimmt nun zur Bestimmung des Taylorpoly-
noms 3. Grades an der Stelle 2 die ersten 3 Ableitungen der Funktion f:

fl) = Inzx
fll@) = 1=
) = —1/a?
i) = o

Die letzen beiden Zeilen folgen wegen (z") = r-z"~,r € R. Die Werte
der Funktion und ihrer Ableitungen an der Stelle 2 sind also:

1 1

f@=m2 F@=g fQ=-7 Q=7
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Fiir das Taylorpolynom 3. Grades an der Stelle zg = 2 folgt:

ps(z) = flwo) + L8 (w — zo) + L (2 — 20)” + L9 (2 — )°
— ln2+%($*2)*é($*2)2+2*14(m*2)3
= 1n2+%x—1—§ 2+% —%+2—14 3—£x2+%x—é
o)

Fiir alle z € R™ gilt nach dem Satz von Taylor (Restgliedformel), da In,
also f beliebig oft differenzierbar ist (also auch 4 mal), dass ein & zwischen
xo = 2 und z existiert, also mit |§ — 2| < |z — 2|, so dass

(4)
f(z) =ps(z)+ ! 4!(6) (x—2)%

Es sei R3(z) := f(z) — p3(x). Wegen

f(4)(x) A

gilt fir £ € ]1.9,2.1[, i.e.  mit |z — zo| < 0.1, dass ein £ zwischen x und
2 existiert (also 1.9 < § < 2.1), so dass

6

| R ()] = m($*2)4
E>0 6 4
= ﬂ\(x —2)|
£>1.9 6 4
< ot al@ =2
|z — 2] < 0.1 6 4
1ot 21 1
~ 1.92-1076.

Also wird beim Ersetzen von f(z) durch ps(x) fiir |z — 2| < 0.1 ein Fehler
von hochstens 1.92 - 107 gemacht.

(b) f(z) = 1/e,20 =1

Die Funktion f : R™ — R ist auf ihrem Definitionsbereich unendlich oft
differenzierbar und es gilt

fl@)=1/z, f'(x)=-1/a? f'(z)=2/a% f"(z)=—6/z"

an der Stelle xp = 1 gilt also fiir die Funktion f und ihre ersten drei
Ableitungen:

f(l) =1, fl(l) = -1, f//(l) =2, f/”(l) =—0



Somit gilt fiir das Taylorpolynom 3. Grades an der Stelle x¢ = 2:

pa(@) = flxo) + T (a — 2o) + T (o — w0)” + e (@ — o)
= l-(z-D+@-1>2—(z-1)
= l-a+1+2?-20+1-2°+32° -3z +1
= 4— 6z +42® — 23

Wiederum gilt nach dem Taylorschen Satz, dass fiir alle  mit |z — 1] < 0.1
ein ¢ zwischen x und zy = 1 existiert, so dass

)
A (z — z0)* =: Rs(a).

F(a) —po) = T
Wegen |€ — 1| < |z — 1] < 0.1 folgt =, & €]0.9,1.1[ weiterhin gilt
24
4 _
FW (@) = e
also gilt fiir alle z mit |z — 1] < 0.1:
24 .
R@ = |-
£>0 1 4
= g‘x —1
£€>0.9 1 4
< ogrle 1l
|z — 1] < 0.1 1
-0.1*
0.9°
~ 1.69-107%.

Also kann der Fehler beim Ersetzen von f durch pj3 fiir |z — 1| < 0.1 durch
1.69 - 10~ nach oben abgeschitzt werden.

(c) flx)=Y1—2,20=0

Man bestimmt zuniichst die ersten beiden Ableitungen von f (f ist auf
] —00, 1[ beliebig oft differenzierbar). Es gilt:

f(x) = V1i—z
Kettenregel 1
"(z = — (-1
f'() sy Y
— _1 (1 — x)_%
= 3 (
r@ = g (3)ameien
= _g (1—gz)7s

Nun bestimmt man den Wert der Funktion und ihrer ersten beiden Ab-
leitungen an der Stelle zg = 0. Es ist

FO)=VT=1, FO)=—5 flo)=—
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Fiir das Taylorpolynom 2. Grades von f an der Stelle g = 0 erhélt man:

/'(0) f"(0)

2

pa(z) = f(0)+ 1 (v —x0) + o1 (v — 20)
_ oz
3 9

(d) f(x) = exp(1/x)

Man bestimmt zunéchst die ersten drei Ableitungen von f (f : R \ {0} —
R ist beliebig oft differenzierbar). Es ist

f(z) = exp (1/z)
Kettenregel 1
ey Ko (1)
2 1 1
r@ = e -5 (- v/
2 1
= <w3+:v4> ~exp (1/x).

Man berechnet nun den Wert der Funktion und der ersten beiden Ablei-
tungen an der Stelle zg = 1. Es gilt

f) =exp(l)=e, f(I)=-1l-e=—e, [f'(1)=(2+1)-e=3e

Damit ergibt sich das Taylorpolynom zweiten Grades von f an der Stelle
xro=12zu

f'(0)
1!
e

= e—e(m—l)—l—;(m—l)z

f"(0)
2!

pa(z) = f(0)+ ’

(x — o) +

(z — xo)

3e 4 3e
= e—ex—i—e—i—?x —3ex + —

2
7 3
= g et

4.3.2 Entwickeln Sie das Polynom 1 + 2z — 323 an der Stelle ¢ = —1.

Man bestimmt dazu, da p : 2 — 1 + 22 — 323 dritten Grades ist, das dritte
Taylorpolynom von p in xg, die Ableitungen von p sind

plz) = 2-—92°
p'(x) = 18z
p’(x) = -—18
pP(z) = 0.
Im Punkte xy = —1 hat man:
p(-1) = 1-24+3=2
p(=1) = 2-9=-7
p'(-1) = 18
p"(-1) —18



Wegen p*) = 0 verschwindet das Restglied, es gilt also:

p(z) = p(xo) + ' (xo)(x — x0) + p/l(;o) (x —x0)% + p”’éxo) (z — z0)?
= 2-T(@+1)+9x+1)? - 3(z+1)%
zu 4.4

4.4.1 Bestimmen Sie die Konvergenzradien von

(a) Z n n—g nac”, (b) Z (:)gp" und (c) Za"zx",a eR.
n=1 = n=0

(a) Es sei a, := ”i;”, dann gilt fiir diese Reihe R, = lim,, .

an
An+1

, da

dieser Grenzwert existiert:

. Qn,
lim

n—oo

= lim (o +n)/n”
n=o0 ((n+1)° 4+ (n+1))/(n + 1)

(n® +n)(n +1)*
n=o n2((n 4 1)° + (n+ 1)]

n3(1+1/n2) - n2(1+1/n)?
oo 12 31+ 1/n)° + 1/n2 + 1/nf)

_ oy L1/ (14 1/n)?
n=00 (14 1/n)® +1/n2 + 1/n3

WS (1+1imy, o0 1/n2) - (1 4 limy, oo 1/n)
(1 +1imy oo 1/n)% 4 limy, o0 1/n2 + lim,, o0 1/n3
(140)-(1+0) .
(1+0)°+0+0

An+1

an

Der Konvergenzradius dieser Reihe ist also R, = lim,, . —
n
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(b) Auch fiir diese Reihe existiert obiger Grenzwert, denn es gilt:

. an
lim
n—oo

Ap+1

Also ist der Konvergenzradius dieser Potenzreihe R, = =.

(c) Bei dieser Reihe unterscheidet man drei Fille (b, := a™):

—la| <1

In diesem Fall gilt

lim <
n—oo

byl

lim (n + b?
lim n?(1+1/n)?
n—oo n(2 + 1/n) . n(2 + 2/n)
lim (1+1/n)?
n—oo (24 1/n)-(2+2/n)

(1 + lim,, 00 1/m)?

(2 4+ lim,— oo 1/n) - (24 limy,—o0 2/n)
(1+0?* 1
(2+0)-(2+0) 4

1
4

2

Es folgt: limsup,,_, ., ¥/|bn| = 0 und damit R, = +oo.

—la|=1

In diesem Fall gilt

limsup V17* = limsup1 =1,

n—oo

—la| >1

In diesem Fall gilt

lim /b,

also R, =1.
n—oo
A 2
= lim \/|a|"
n—oo
= lim |a|"
n—oo

la] > 1
= +00.

9



10

Es folgt: limsup,, .o ¥/|bn| = +00 und damit R, = 0.

4.4.2 Man zeige, dass die Funktion f: R — R mit

firx =0

unendlich oft differenzierbar ist und alle ihre Ableitungen im Nullpunkt ver-
schwinden.

Tipp: Zunichst sollte man zeigen, dass fiir = # 0

P @) = (1) 0

gilt, wobei p,, ein geeignetes Polynom ist.
Als erstes zeigt man zur Vorbereitung, dass: Fiir jedes Polynom p: R — R
gilt
lim p(z)- e *=0

r— 00

Beweis:
Sein € N und

n
p:RHR,xHZakxk, ar € R
k=0

ein Polynom n-ten Grades. Sei « > 0 beliebig, dann gilt
i ;L'i x > 0 n+1
= n! (n+1)!

Daraus ergibt sich

—a:| p(.’L‘)

3 apa®
k=0
"t /(n 4+ 1)!

|p(x) e

n

(n+1)! Zakaﬂ (n+1)

n

(n+1)! Z|ak|$k (n+1)

IAV

Die Behauptung folgt wegen

n n n

mll,m Z |ag |z~ (+D Gws Z(W' JLH;O gh= 4Dy = Z(|ak| -0)=0.

k=0 k=0 k=0
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Als Néchstes zeigt man, dass
lim p(z) e =0
T—00

fiir alle Polynome p ist.

Fiir z > 1 ist x < 22, also —x? < —=z, es folgt

2

x> 1 )
< |p(z)- e

‘p(ﬂf) e
und aus obigem dann die Behauptung. Analog ergibt sich
lim p(x) e =0

Ersetzt man in den letzten beiden Gleichungen x durch 1/¢ (dies ist moglich,
da der Grenzwert gegen +oo betrachtet wird, so folgt
%irr% p(1/¢) eV =0 und Emé p(1/) - e/ =0

£>0 £<0

Aus der Existenz dieser beiden Funktionsgrenzwerte folgt
lim p(1/¢) eV =0

fiir alle Polynome p.
Man zeigt nun durch vollstdndige Induktion, dass fiir n € N U {0} (hierbei

sei fO) = f) gilt:
£ () = pn(1/z) -1/’ fiir x # 0, p,, ein geeignetes Polynom
0 fiirx =0

e Induktionsanfang:
Fiir n = 0 gilt die Behauptung mit po(x) = 1 nach der Definition von f.

e Induktionsvoraussetzung:
Fiir ein n € N U {0} gelte:

£ () = pn(l/2) - e~ 1/a? fiir z # 0, p,, ein geeignetes Polynom
0 fir z = 0.

e Induktionsschluss:
Zu zeigen ist, dass f(™ auf ganz R differenzierbar ist mit

FOHD () = Prsi(l/z) e~/ fiir z # 0, ppy1 ein Polynom
0 fiir x = 0.

Sei also 29 € R beliebig, sei zuniichst z # 0. f( ist als Kompositum auf
R\ {0} differenzierbar bei . Die Ableitung erhélt man durch Anwendung
der Ketten- und der Produktregel:

FM(x0) = pa(l/mg) e /7
= [0 (@) = pl(1/z0)- <_a;12> Lo/
0

+ pn(1/20) e /T

éﬁ»‘bo

(5 palt/on) = 5 /) -,

0 0
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Man setze nun
Y puia (@) == 2% - p(e) — 2 -, ().
z€ER

Da nach Induktionsvoraussetzung p, und damit auch p!, Polynome sind,
ist offenbar auch p,, 41 ein Polynom. Fiir x = % gilt:

Pt (10) = j - pn(1/z0) — j - o(1/0)

Damit folgt weiter
O (20) = a1 (/o) - e/

Zu betrachten bleibt noch zy = 0, zu zeigen ist, dass f™ bei 0 mit
f+1(0) = 0 differenzierbar ist. Es gilt:

S (h) = F0(0) Ind.Vor M

pim, h fim, h
I V0
h—0 h

Man definiert nun p,, : R — R durch p,(z) := « - p,(z). Also ist p,, auch
ein Polynom und es gilt

(n) _ f(n)
i £ = £(0) o pa/R) e
h—0 h h—0

s C—1/h?
lim pn(1/h) - e

4
©

0

Also ist f(*+1)(0) = 0, das war aber zu zeigen.

f ist also auf ganz R beliebig oft differenzierbar und im Nullpunkt verschwinden
alle Ableitungen.

4.4.3 Sei (a,) eine Folge in R. Man beweise, dass

lim sup a,, = inf sup a,,.
m n>m

Es sei a := inf,, sup,,~, an € IR, man unterscheidet drei Fille:

e a = +o00: Zu zeigen ist, dass limsupa, = 400, d.h. dass es eine gegen

+oo konvergente Teilfolge gibt. Man w&hlt induktiv eine Teilfolge (an, )
mit a,, > k, diese leistet sicher das gewiinschte:
Zunéchst ist a = inf,, sup,,~,, an, = +00, also ist fiir jedes m € N sicher
SUp,,>,, an = +00, insbesondere gibt es n; > 1, so dass a,,, > 1. Damit ist
n1 gewahlt. Sei nun ny, bereits gewihlt, wihle wegen SUPy, >, +1 n = +00
ein ngy1 > ng mit ap,,, > k+ 1.

Nun ist lim a,,, = 400, damit ist limsup a,, = 400 = a.
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e a € R: Zu zeigen ist limsup a,, = a, man zeigt zunédchst, dass fiir € > 0
nur endlich viele Folgenglieder > a + ¢ sind.

Sei also € > 0. Nun ist a +¢ > inf,, sup,,>,,, an, d.h. es gibt ein m € N mit
a+€ > Sup, >, an, d.h. fir alle n > m ist a + & > a,, also sind héchstens
die m — 1 Folgenglieder ax mit 1 < k < m — 1 grofler als a + €.

Nun zeigt man noch, dass fiir € > 0 stets unendlich viele Folgenglieder

> a — ¢ sind: Sei € > 0, dann ist fiir jedes m € N sicher

a—¢ < a=inf sup a, < sup a,
m pn>m n>m

d.h. zu jedem m € N gibt es ein n > m mit a,, > a — ¢, insbesondere sind
unendlich viele a,, > a — €.

Zusammen ist damit, da der limes superior durch diese Eigenschaften cha-
rakterisiert wird, gezeigt, dass a = lim sup a,,.

e a = —oo: Man zeigt, dass dann notwendig lim a,, = —oo gilt, denn dann
ist auch limsup a,, = —o0.

Sei also R € R beliebig, wegen

—oo = inf sup a, < R
m n>m

gibt es m € N, so dass sup,,>,, an < R, d.h. a, < R fiir alle n > m, da
R € R beliebig war, folgt a,, — —oc.

Stets gilt @ = lim sup a,,, das war aber zu zeigen.

zu 4.5

4.5.1 Berechnen Sie die komplexen Losungen der Gleichung 2% = 1 (man nennt
sie die sechsten Einheitswurzeln) und zeigen Sie, dass sie die Ecken eines re-
gulédren Sechsecks bilden.

Zuniichst schreibt man z = re’® und 1 = 1€, man erhiilt:
46 — 6000
also liefert Koordinatenvergleich:

=1 < " =1A6i¢p =2imn

es folgt =1 (da r > 0), und man erhélt fiir 0 < n <5 die Winkel
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Die 6. Einheitswurzeln ¢,, := e'®» sind also

G = eP=e"=1

G = ™= % + ?z
G = el _% n 73@
G = e™=-1

G = e4”3:—%—§i
G = M= % _ ?z

Um zu zeigen, dass sie die Ecken eines regelméfiigen Sechsecks bilden, zeigt man,
dass

\V/ [Ck — Creg1| =1

0<k<5

(dann bilden némlich je (x, (k41 mit dem Nullpunkt ein regelméfiges Dreieck
und sechs solche bilden ein regelméBiges Schechseck), dabei ist

CG = eGiTrS _ eZiTr —1= CO

Sei also 0 < k < 5, es ist

|Gk — Cht1]

okim/3 _ e(k+1)i7r/3‘
—  |ekins3 . (1- em/s)’

_ 1 _eiﬂ'/3‘

Das war aber zu zeigen.

4.5.2 Beweisen Sie das Additionstheorem fiir die Tangensfunktion: Wann im-
mer tan «, tan 8 und tan(a + ) definiert sind, gilt

tan a 4 tan G

t e .
an(a + §) 1 —tanatan 3

Seien also «, 3 € C so, dass tan a, tan 8 und tan(a + 3) defniert sind. Dann
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ist also cos o, cos 3 # 0 und cos(a + ) # 0, es folgt

Def von tan Sin(a + /6)
cos(a + f3)
sin v cos B + sin B cos a

tan(a + )

cos a.cos 3 — sinasin 3
sin a cos 3 + cos asin 3
cosacos B #0 cos a cos 3 cos a cos f3
- cosacos3  sinasinf
cos acos 3 cos acos 3

sin o sin 8
cos cos 3

1— sina | sin B
cosa cospf

tan a + tan 38
1 —tanatan(

Das war aber zu zeigen.

4.5.3 Man finde alle komplexen Zahlen z mit

(a) 22—2+1=0,
(b) 27
(c) 215 = —26.
(a) 22—24+1=0
Es gibt hochstens zwei z € C, die diese Gleichung erfiillen, mit Hilfe der
p-g-Formel folgt wegen 1/4 —1 < 0:
2 —z+1 = 0
1 1
= ~di /51
— 21,2 5 1 ‘4 ‘
1 3
= Z4i.4/2
2" V1
1
_ 1., 8
2 2
_1 V3i y 1 V3
1T 2797
(b) 2" =5

z = 0 ist keine Losung dieser Gleichung, da 07 = 0 # 5 ist. Sei also z € C
eine Losung der Gleichung 27 = 5 und sei z = e mit » > 0 und = € R.
Wegen 5 = 5-e"2*7 fa. k € Z folgt, dass z, € C mit

zk—\/g e'm;w

fiir jedes k € Z Losung der Gleichung 27 = 5 ist.
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Nun ist aber fiir alle k € Z

Zhpr = V5T = 5. e

Also gibt es 7 verschiedene Losungen der Gleichung z7 = 5, némlich

20 \7/5~ei'0:\7/5
o = 5.
vy = UG.eidm
23 = V5.eliT
z4 = NGRS
25 = V5.e 7T
s
(c) 215 = —26
Zunéchst gilt
L5 6
= P+ =0
— 5.2+ = 0
— 25=0 v P=-1
= 2=0 Vv 2'=-1

Zunéchst ist also z = 0 Losung der Gleichung. Sei nun z = r - e** € C mit
r > 0,2 € R Losung von z? = —1. Analog zu (b) folgt, dass z dann die
Form

mit £ € Z hat. Die sich ergebenden 9 verschiedenen Lésungen sind also

20
Z1
2
z3
24
25
26
27

Z8

4.5.4 Man zeige:
(a) Fir f: R = C, f(z) =

I | 1!
o, o o

<.

o, ©

o o o @

.

.

<.

<.

S

oo YN ot Yw O
Bl 3 3 Bl Bl

-
[

o o o
3

ok

3

3

3

Il
@
>
3
Il
I
—_

* gilt die Aussage des Satzes von Rolle nicht.
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(b) Die L’Hopitalschen Regeln gelten fiir komplexwertige Funktionen nicht:
Als Beispiel setze man f : ]0,1] — C, f(z) = z, g : ]0,1] — C,
g(z) = v+ 22 exp(i/x?) und berechne unter Beachtung von lim, ¢ f(z) =
lim,_,¢ g(z) = 0 die Grenzwerte

f@) L F@)

2209(x) T 209(x)

(a) Esist f(0) = e” =1 = ¢e> = f(27). Gélte die Aussage des Satzes von
ROLLE fiir f, so miifite ein £ € |0, 27 | existieren, so dass f/(£) = 0 ist.

Es ist aber fiir beliebiges = € R:
2 . ir|2
[f'(@)]” = |ie"]
= Ji|* sin®z + cos’x
1#0

Also ist f/(x) # 0 fiir alle € R. Die Aussage des Satzes von ROLLE gilt
also fiir f nicht.

(b) Es seien f,g: ]10,1] — C wie oben definiert. Offenbar ist

f(m) xz x#0 1

g(r)  x+a2exp(i/z?) N 1+ zexp(i/z?)

Weiterhin ist fiir  €]0,1]:
|zexp(i/a?)| = |z| - |exp(i/z?)| = ||

Wegen limo |z| = 0 folgt lin})x -exp(i/z?) = 0 und die Anwendung der

z#0
Grenzwertsétze ergibt:
f(z) _ . 1
EAS — im—————__
2—0 g(x) 20 1+ x - exp(i/z?)
GWS 1
1+ limox -exp(i/x?)
_ 1
B +0
= 1
f'(x)

Zur Bestimmung von lin}) 7 (2) bestimmt man zunéchst die Ableitungen
xr—

von f und g:

fz

= f(
(

(

1
= x+2% exp(i/z?)
1+ 2z - exp(i/2?) + 22 - exp(i/x?) - (—2i/23)
1+ exp(i/x?) - (22 — 2i/x)

X

x
/

_— — —

=g (x



Man zeigt als néchstes, dass

Y o ld@)-1=Rr

R>0z0€]0,1]
Sei R > 0 beliebig, wihle xo := min{1,2/R} dann ist

lg'(x0) — 1| = ’exp(i/x%){ |23 — 2i /x|
= |2z0 — 2i/z0|
2
ol
2
IR
= R

vV

Man zeigt nun noch, dass x : 2 — |¢/(z) — 1/> auf ]0,1] monoton fllt,
dazu bestimmt man nun die Ableitung:

X'(z) = <4x2+;2>l

Il

co
/N

&

|
Rw‘ —_
~~_

Fiir z € ]0,1] ist 23 < 1, also 1/2% > 1 und =z < 1 und somit y/(z) =
8- (z —1/2%) <0, somit fillt x und wegen der Monotonie der Quadrat-
wurzelfunktion auch |¢’(x) — 1| monoton auf ]0,1].

Sei nun (z,,) eine Nullfolge in ] 0,1], zu zeigen ist

Es reicht zu zeigen:

lim ¢'(z,) =00 (inC)

n—o0

dies ist aber Gleichwertig mit

lim (¢'(z,) — 1) = 00

n—oo

V 3V @) -1=R

R>0no€eN n>ng

Sei R > 0, wihle (s.0.) 2o € ]0,1] mit |¢'(xzg) —1] > Rund n € N
mit z, < xg f.a. n > ng (z, ist Nullfolge), es folgt fiir alle n > ng, da
lg'(z) — 1] auf ] 0,1] monoton f&llt:

also

Tp < T

0
lg'(xn) =1 > " |g'(w0) =1 >R
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Also ist .
lim I (@n)

=0
n—o0 g’(xn)

Das war aber zu zeigen.
Also gilt die Regel von 'Hopital fiir komplexe Funktionen im Allgemeinen
nicht, denn es ist

F@) i F@)

w0 g(x) 7 00 g'(a)

zu 4.6

4.6.1 Man zeige:

= _ cos(nx/2)sin((n + 1)x/2)
kZ:Ocos(kac) = sn(z/2) .

Tipp: cosz = (e + e~ @) /2 sinz = (e — e~ @) /2i.

Sein €N,z € R\ {2lnl € Z} beliebig. Dann ist e # 1, e~ # 1 und es
gilt:

Z cos (kz)
k=0

I
3
| —
N | =

(eikx + e—ikx ):|

—ikm)

- —iz\F
> ()
k=0 k=0
(eix)”""l _1 . 1
efr — 1 2 e”i® — 1
ei(n+1):}c -1 1 1-— efi(n+1)x

(]
CD@L
g
_|_
(]
@

Il

NO| W‘
/_\O
E

Il
=]
B

Il
[e=}

—_

k

(")

+
o |

I
DN | =
[

(e—ix)"'H _1

——*+5- =

e — 1 2 1 —e

i(n+Dax i(nt+1)a —i(n+1)z
2 2 2

e e

N~ N~ N

iz iz —ix
e 2 e2 —e 2
—i(n+l)z i(nd)a
n 1 e = e 2
2

—i(nt+1)ax
2

py i —ix

1x
e 2 e2 —e 2

i(n+)a —i(n+1)z
inx —inx e 2 2
= -le 2 +e 2 .

—ix

2sin ((n 4+ 1)x/2)
2sin (z/2)
cos (nz/2) sin ((n + 1)z /2)
sin (z/2)

DN | =

= cos (nx/2) -

Das war aber zu zeigen.
Im Fall x € {2¢nf € Z} ist Z cos(kz) =n+ 1.
k=0
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4.6.2 Sei | > 0 gegeben. Fiir welche Zahlen k& > 0 besitzt y” + k%y = 0 eine
nicht triviale Losung mit den Randwerten

y(0)=0, y'()=0 7

(Das Kkleinste derartige k bestimmt die so genannte Fulersche Knicklast; bei
dieser kann ein einseitig eingespannter Stab der Lénge [ ausknicken.)

Aus der Differenzialgleichung y” + k?y = 0 erhilt man mit Hilfe des Expo-
nentialansatzes ihr charakteristisches Polynom

P =MN+E =0
Man bestimmt nun mit Hilfe der p-g-Formel seine Nullstellen:
N4k =0

<~ /\172 = 0:|:i~\/|0—k2|

= AN =k-i V d=-k-i
Man erhélt also als Basis des Losungsraumes obiger Differenzialgleichung
{sin(k - ), cos(k - )}
Also ist die allgemeine Losung (c1,c2 € R sind bel. Konstanten):
y(x) =¢1 -sin(k - ) + ¢o - cos(k - x)

Man ermittelt nun aus den Randwerten die Werte der Konstanten:

0=y(0) = ¢ -sin(k-0)+ cy-cos(k-0)
— 0 = c1-0+c2-1
< ¢ = 0

Mit dem anderen Randwert erhélt man wegen c; = 0 und

y'(z) = key - cos(k - x)

0=9y'(() = ke cos(k-¥)

< 0 = ke -cos(kl)

g2t c1=0 V cos(kl)=0
k><0ﬁe>>0 c1=0 V 3 M:E—&—mﬁ

2

meN

0> 0 _ _ T, mr
= =0 vV meﬂNok_%+ ;

Im Fall ¢; = 0 ergibt sich die triviale Losung y(x) = 0, nicht triviale Losungen
existieren also nur fiir £ > 0 der Form

k:%—F% mit m € Ng
das kleinste derartige k ist kmin = 5;-

4.6.3 Man zeige:
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(a) Ist & # 0 eine algebraische Zahl, so auch 1/z und z + ¢ fir alle ¢ € Q.

(b) V24 /5 ist algebraisch.

(Allgemein kann man zeigen, dass die Menge der algebraischen Zahlen ein
Korper ist.)

(a) Sei z € R \ {0} algebraisch, und seien n € N,a;, € Z fiir 0 < k < n so

gewahlt, dass
n
St =
k=0

Wegen x # 0 ist auch z™ # 0 und es gilt

n
E akack = 0
k=0

1 n
P k —
<— anakx = 0
k=0
n
— Zakwk_" = 0
n
c=n—k _
HEELN Ap_pr " = 0
k=0

n 1 K
<~ _ — =
Sae(3) =0
k=0
Also ist auch 1/x Nullstelle eines Polynoms mit ganzen Koeffizienten,

namlich von
n
K
g An—rY
k=0

und damit eine algebraische Zahl.

Sei nun ¢ € Q, x € R algebraisch und p = >"}_, apz® ein Polynom mit
rationalen ay € Q, so dass p(z) = 0. Betrachte nun r(z) := p(z — q), es
ist

) = Y ax(z—q)

g (e
- 3 (Su()or)-

Also ist r ein rationales Polynom und wegen r(x + q) = p(z + ¢ — q) =
p(z) = 0 ist = + ¢ algebraisch.
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(b) V2 4+ /5 ist algebraisch.

Betrachte die Abbildung
iR =Rz (23— 112)% - 72
f ist ein Polynom mit ganzen Koeffizienten, und es ist

F(V2+ V5) [(V2+V5)® - 11v2 - 11V5]* - 72
(2v2 +6V5 + 15v2 +5V5 — 11v2 — 11V5)” — 72
= (6v2)° - 72
7
0

2-172

Also ist /5 + 2 algebraisch.

4.6.4 zy € C heifit n-fache Nullstelle des Polynoms P, wenn es ein Polynom Q)
mit P(z) = (z — 20)"Q(z) gibt.

(a) zp ist genau dann n-fache Nullstelle von P, wenn gilt:

P(z) = P'(z)=...= P™ Y(z)=0.

(b) P habe reelle Koeffizienten. Dann gilt fiir 2o € C:

P(z) = 0 <= P(%5) = 0.

(¢) Ein Polynom # 0 mit reellen Koeffizienten zerfillt in ein Produkt aus
Polynomen (iiber R) vom Grad < 2:

Px)=an(z—21) - (x —2,)(2® + Ajz + By)--- (2> + Ayz + By)
(alle xi,Ai,Bi € R)
(a) Sei P ein Polynom iiber C

= Sei also zg € C eine n-fache Nullstelle von P und sei ) so gewihlt,
dass P(z) = (z — 20)"Q(2).
2.7: P(z) = P'(29) = - = PV () = 0.
Man zeigt zunichst durch vollstindige Induktion nach k, dass fiir
0 < k < n die k-te Ableitung von P gerade

k
PO =3 () g — Q4 0)

£=0

ist:
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* Induktionsverankerung: Fiir k£ = 0 gilt:

|
Pl = () B~ 1@ ) = — 0@l
Diese Aussage ist n.V. wahr.

* Induktionsvoraussetzung: Fiir ein £ mit 0 < k < n gelte

k
POE) =3 () g — 200

£=0

* Induktionsschlufl: Zu zeigen ist, dass dann fiir 0 < k+1 < n gilt:
k+1
k+1 n!
pk+1) _ o \n—ty(k+1-20)
@=3 (")) plate e

Es ist P+ = [P(k)}/. Mit Hilfe der Induktionsvoraussetzung
folgt:

k
PG = 3 () - 06 - Q0 0)
k
+ (1;) o : gz =2 QEIG)

k

=0
k k L n—t(k+1—£)
' ez:;) (5) (n—10) (z —20)""Q .
SR N ) )
- 3 ()t e
(K n! - -
3 (4) g 0@

k+1
_ Z (k Jg 1) - 7i! 5 (= — zo)"’eQ(k“*e)(z)

=0 :

Man betrachte nun fiir 0 < k < n die k-te Ableitung von P an der
Stelle zp:

P (z) = Z

k
L<k<n! n! (kJrl*E)
= g0 (z0)

(k> (n T 0 (20 — 20)" QU170 ()

I
°T
o

—
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Also verschwinden an der Stelle zy die ersten n — 1 Ableitungen von
P. Das war aber zu zeigen.

<= Man zeigt dies durch logische Umkehr, i.e. man zeigt:

zg € C keine n-fache Nullstelle von P = 3 P #0
0<k<n—1

Sei also zg € C keine n-fache Nullstelle von P, 0.B.d.A. sei aber z
mindestens einfache Nullstelle von P (im Fall P(zy) # 0 folgt die
Behauptung mit k£ = 0), sei also 1 < r < n — 1 so gewiihlt, dass 2z
r-fache, aber nicht r + 1-fache Nullstelle ist, dann 148t sich also P in
der Form

P(z) = (z —20)" - Q(z) mit Q(z0) # 0
schreiben.
Wie oben gezeigt, gilt dann fiir die r-te Ableitung von P:

“/r r! o
PO =3 () gt

und damit gilt

P"(z) = Q(z0)+ % <Z> (ri!g)!(zo — 20)" Q" (20)

= Q(z0)
# 0 (Wahl von r)

Man wahlt also k := r, wegen r < n — 1 folgt die Behauptung.
Das war aber zu zeigen.

(b) Sei P(z) = Y. axz* ein Polynom mit Koeffizienten aus R. Sei zg € C
k=0
beliebig, dann ist

P(Zo) = 0
= Z arzy = 0
k=0
— Z apzl = 0=0
k=0
— Z Tz = 0
k=0

aé)]]} Z aszJk = 0
k=0
<~ P(z) = 0

Das war aber zu zeigen.
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(c) Sei P ein Polynom n-ten Grades iiber R. Da R ein Unterkérper von C ist,
kann P auch als Polynom iiber C aufgafasst werden. Nach dem Hauptsatz
der Algebra zerfallt P iiber C in Linearfaktoren, i.e. es gilt

n

P(z)=ay- H(z—zk), zp€C

k=1
Da P reele Koeffizienten hat, ist nach (b) mit jeder nicht reinrellen Null-
stelle z; auch Z; Nullstelle von P. Daher kann P als
s t
P(z)zan-H Z— Tk) Hz—zT (z —Z7) mit z, € R,z € C
k=1 T=1
geschrieben werden. Also ist

P(z) = an- H(z —Ty) -

(2% — (2r + Z0)2 + 2,25

zﬂ

r=1 T=1
s t
= an- [J(z—2) - [T = 2RGr) + 12- )
k=1 =1
Setzt man nun fir 7 = 1,...,t: A, := —2R(z,) € R und B, := |z,|* € R,

so erhélt man
s t
P(z):an-Hz—a?N Hz +A.z+ B;)
k=1 =1

d.h. P zerfillt iiber R in Polynome hochstens zweiten Grades.

4.6.5 Man betrachte das Anfangswertproblem (AWP)

v =y, y(0)=yo.

(a) Was kann man (ohne die Differentialgleichung zu losen!) qualitativ iiber
den Verlauf von y in der Né&he von (0, yo) sagen, wenn yo gleich 1, 0 bzw.
—1 ist?

(b) Man 16se das AWP fiir allgemeines yo.

(a) — Im Fall y(0) = yo = —1 ist wegen y’" = y auch y”(0) = —1, also ist
fillt die Ableitung von y(x) in einer Umgebung von 0 streng mono-
ton, daher ist der Graph von y(z) im Punkte (0,—1) und in einer
Umgegbung dieses Punktes rechtsgekriimmt.

— Im Fall y(0) = yo = 0 ist also auch y”(0) = 0, also ist der Graph
der Funktion y(z) im Punkt (0, 0) nicht gekriimmt. Links bzw. rechts
des Punktes (0,0) kann der Graph von y links- oder rechtsgekriimmt
sein, dariiber 148t sich in diesem Fall nichts aussagen.

— Im Fall y(0) = yo = 1 = y”(0) steigt die Ableitung in einer Um-
gebung von 0 streng monoton, also ist der Graph von y(z) in einer
Umgebung von (0, 1) linksgekriimmt.
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(b) Zur Losung der Differentialgleichung bestimmt man zunéchst ihr charak-
teristisches Polynom, man erhéalt

PA)=X-1=XA-1A\+1)

dieses Polynom hat offensichtlich die beiden Nullstellen 1, —1. Als Basis
der Losungsraumes der o.a. Differentialgleichung erhélt man

{e*,e7"}

Die allgemeine Losung der Differentialgleichung ist also (dabei sind a,b €
R bel. Konstanten):
y(z) = ae® + be™"

Man bestimmt nun mit Hilfe der gegebenen Anfangsbedingung eine Be-
ziehung zwischen a und b:

yo =y(0) = ae’ + b’
= y = a+b
< b = y—a

Eine Losung des AWP ist also fiir bel. a € R:
y(x) = ae” + (yo —a)e™ = yoe " +a(e” —e™7)
4.6.6 Finden Sie alle y mit y' = 23y*.
Man bestimmt die Losungen nach dem bekannten Schema: Die gegebene
Gleichung ist von der Form y' = g(z)h(y), man bestimmt also zunéchst G, H

mit G’ = g und H' = 1/h und muss dann G(x) + ¢ = H(y) nach y auflésen.
Offenbar leisten G : x — 2%/4 und H : y — —1/3y> das gewiinschte, und es

gilt:
o, 1 . 4 \ 1
_— C= ——— = —— = —_——_—
4 343 4 3t 12e YT\ T3 1o

Die Probe liefert:

4 “23 934
3zt + 12¢ (3% 4 12¢)?

6

| — Wl

3

= cyT2. 323y
yt.

8 w

Weiterhin ist auch y = 0 Losung dieser Gleichung.



