Analysis I — Ein Lernbuch fiir den sanften Wechsel von der Schule zur Uni 1

Lésungen der Ubungsaufgaben
von Kapitel 3

zu 3.1

3.1.1 Bestimmen Sie den Abschluss, den offenen Kern und den Rand folgender
Teilmengen von R bzw. R?2:

(@A:{L;;“}

(b) B={x € R |z ist irrational}
(c) C={(x,y) eR? |2z =y}
(d) D ={(z,y) eR? |y > 0}.

(a) Man zeigt zunichst A° = {):

Sei also 1/n € A beliebig und € > 0, dann gibt es ein 7 € R \ Q so, dass
1/n —e <r < 1/n (da die irrationalen Zahlen in R dicht liegen), wegen
ACQistr ¢ Aund damit K.(1/n) ¢ A, ie. 1/n ¢ A° dae > 0 beliebig

war.
Weiter ist A~ = AU {0}.

Wegen 1/n — 0 ist sicher 0 € A, man zeigt nun, dass A U {0} abge-
schlossen ist, i.e. sein Komplement offen ist, damit ist dann alles gezeigt:
Sei also r € R\ (AU {0}) beliebig, man unterscheidet die Félle:

— Es ist r < 0, dann ist sicher |r|/2 > 0 und wegen A C ]0, 400 ist
K j2(r) CR\ (AU{0}).
— Esist r > 1, dann ist |r — 1|/2 > 0 und es ist wegen max A = 1 sicher

Ky 1y2(r) CR\ (AU {0}).

— Esist 0 < r < 1, wihle n € N maximal mit » < 1/n, dann ist nach
Wahl von n € N sicher
1 1

<r<< —
n+1 n

und es ist AN]1/(n+1),1/n[ = 0. Da diese Menge offen ist, existiert
ein € > 0 mit

Ke(r) C]1/(n+1),1/n]
dann ist (AU {0}) N K.(r) = 0.
Also ist A~ = AU{0}.

Es ergibt sich noch, dass

A=A\ A°=A" = AU{0}.



(b)

Man zeigt zuniichst B° = ()

Seibe Bund € > 0, dann gibt es g € Q mit b—e < ¢ < b, da Q in R
dicht ist. Es ist ¢ ¢ B und damit ist K.(b) ¢ B, d.h. b & B°, also B® = ).

Nun zeigt man B~ =R:
Sei 7 € R und € > 0, wihle nach dem Dichtheitssatz ein ¢ € Q \ {0} mit

r—e cq< r+e
vz St
dann ist ¢v2 ¢ Q (sonst wire v/2 € Q), also ¢v/2 € B und ¢v/2 € K.(r),
also ist K.(r) N B # 0, d.h. r € B~ und damit B~ = R.
Es ergibt sich noch, dass 9B =R \ ) = R.

Man zeigt zuerst, dass C° = {):
Sei ¢ = (z,y) € C und € > 0, dann ist

(x,y+e) € K.c)

aber (z,y+¢) ¢ C,dax #y+e wegen x =y und € > 0, also ist ¢ & C°.
Nun zeigt man, dass C' abgeschlossen (und damit C~ = C) ist:

Die Abbildung f : R2 — R, (x,y) — 2 — y ist als Polynom stetig und
damit ist C = f~1(0) als stetiges Urbild einer abgeschlossenen Menge
abgeschlossen.

Es folgt noch dass 0C = C'\ ) = C.

Man zeigt zunéchst, dass D offen ist (und damit D° = D):

Betrachte die Projektion py : R? — R, (z,y) +— y, diese Abbildung ist
stetig, und damit ist

D= p2_1 ] 0, 400 [
als stetiges Urbild einer offenen Menge offen.
Nun zeigt man D~ = {(x,y) € R? | y > 0}:

Sei also € R beliebig, man zeigt (x,0) € D~ und damit C (denn D C
D7). Esist 1/n — 0, und damit (z,1/n) — (z,0), da Konvergenz in R?
koordinatenweise Konvergenz bedeutet. Wegen (z,1/n) € D fa. n€N
folgt dass (z,0) € D—.

Es reicht nun zu zeigen, dass {(z,y) € R? | y > 0} abgeschlossen ist (denn
D~ ist die kleinste D umfassende abgeschlossene Menge), dass folgt aber
sofort aus

{(z,y) €R? |y >0} = p; ' [0,+00]
und der Stetigkeit der Projektion.

Es folgt noch, dass

OD = {(z,y) eR?* |y >0} \ D =R x {0}.
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3.1.2 Sei (X,]| - ||) ein normierter Raum. Zeigen Sie, dass fiir den Rand der
Einheitskugel B = {z € X | ||z|| < 1} gilt:

OB ={x e X | |z| =1}
Die Abbildung || - || : X — R ist stetig und damit ist
-1
B=|-|"[01]
abgeschlossen und
~1
{re X[zl <1} =11 [0,1]
offen, d.h. esist B~ = B und {z € X | ||z|| < 1} C B°, man hat also noch

l|z|| =1 = = € B° zu zeigen.

Sei also x € X mit ||z|| = 1. Dann gilt wegen “t1

L 1, dass
n

n+1
n

1

z— x und

n+1 H n+1
x| = >

n n

und dass heifit z € (X \ B)” = X \ B° und damit = ¢ B°.
Also ist B® = {x € X | ||z|| < 1} und damit

9B=B\{re X |[a] <1} ={re X ||| = 1}.

3.1.3 Man {iiberpriife auf Abgeschlossenheit, Offenheit und Kompaktheit:
1. A={2,4,6,8,...} CR,
2. B={zeC||z]*?>1, |z <3} cC.
1. Sei e > 0 beliebig, ist 2 — ¢ ¢ A, also ist K.(2) ¢ A, d.h. A ist nicht offen
in R.

A ist aber abgeschlossen in R: Sei (a,)nen eine Folge in A, die gegen
a € R konvergiert. Dann ist (a,)nen insbesondere Cauchy-Folge, d.h. es

gibt ein ng € N, so dass
\v/ lan, —am| <1

n,m>mng

Seien nun n > ng beliebig, wire a, # an,, S0 Wire |a, — an,| > 2, da A
nur gerade Zahlen enthélt, also ist a, = an, fiir alle n > ny und somit (ay,)
gegen an,, konvergent, da Limites in R eindeutig sind, folgt a = a,, € A
und somit die Abgeschlossenheit von A.

Als unbeschriankte Teilmenge von R (Archimedesaxiom!) kann A nicht
kompakt sein.

2. Man zeigt zunichst, dass B nicht offen ist: Es ist 1 € B wegen |1\2 =1
aber fiir kein 0 < e < 1ist 1 — e € B, denn es ist dann

H—e=(1-¢2<1



denn 0 < 1 —e < 1. Damit ist fiir kein € > 0: K.(1) C B und damit ist B
nicht offen.

Man zeigt nun, dass B abgeschlossen ist: Die Abbildungen f : z — |2|*
und g : z — |z|3 sind als Komposition stetiger Abbildungen selbst stetig,
es folgt, dass

Cri={z€C ||z > 1} = f* [1,4oc]

und
Cy:={zeC||z> <3} =¢7'[0,3]

als stetige Urbilder abgeschlossener Mengen abgeschlossen sind, und damit
ist auch B = C; N C5 abgeschlossen in C.

B ist aber auch kompakt: Da B abgeschlossen ist, reicht es zu zeigen, dass
B beschrankt ist, sei also z € B, dann ist

2] <3 = |2| <27,

also ist B durch 27 beschréankt und damit kompakt.

3.1.4 Welche der folgenden Mengen sind offen, abgeschlossen bzw. weder offen
noch abgeschlossen in R beziiglich der iiblichen Metrik?

(a)

(a)

A=[-1,3]U[4,10]

B=(]-52[U]7,22]) N]-3,15]
111
={1,=,2,>,...
C {727374a }
111
D_{0717§7§a1a' }

Beh.: A ist abgeschlossen, aber nicht offen.

Als endliche Vereinigung abgeschlossener Intervalle ist A abgeschlossen, A
ist aber nicht offen, da 10 € A, aber fiir kein € > 0 ist 10 + & € A, also
K.(10) ¢ A fiir jedes £ > 0.

Beh.: B ist offen, aber nicht abgeschlossen.

Zunéchst gilt nach de Morgan:

B = (]-5,2[n]=-3,15[)u(]7,22[N]-3,15])
]-3,2[U]7,15]

und B ist als Vereinigung offener Intervalle offen.

B ist aber nicht abgeschlossen, da 15—% € B fiir jedes n € N aber 15 € B,
obwohl 15 — % — 15.

Beh.: C ist weder offen noch abgeschlossen.

Es ist 1 € C aber K (1) ¢ C fiir jedes ¢ > 0 wegen 1+ > 1, also
14 ¢ & C, somit ist C nicht offen.

Esist 1/n € C fiir jedes n € N und 1/n — 0, also ist C wegen 0 ¢ C nicht
abgeschlossen.
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(d) Beh.: D ist abgeschlossen aber nicht offen.
Zunichst ist D aus demselben Grunde wie C' nicht offen, s.u. (c).

Man zeigt nun, dass R \ D offen ist, dies wurde aber unter 3.1.1(a) bewie-
sen, siehe dort.

3.1.4 Fiir welche a > 1 ist | 0,1 [ abgeschlossen in | 0,a [?
Beh.: Nur fiir a = 1.
Fir a =11ist ]0,1[ =10, a[ der ganze Raum, also abgeschlossen.
Fiir a > 1 ist aber 1 € ]0, a [, wegen
1

1—-——1
2n

in ]0,a[ist ]0,1[in ]0,a[ nicht abgeschlossen fiir a > 1.

3.1.5 Die Menge

Das Gleichungssystem
ar+by = 1
cx+dy = 2

ist eindeutig l6sbar.

L= (a,b,c,d)‘

ist offen im K4
Das Gleichungssystem ist eindeutig losbar genau dann, wenn (Lineare Alge-
bra)

a b
det <c d) =ac—bd#0
gilt. Da det : K* — K, (a,b,c,d) — ac — bd als Polynom stetig ist, ist
L=det™" (K \{0})

als stetiges Urbild einer offenen Menge offen in K4.

zu 3.2

3.2.1 Sei (M,d) ein metrischer Raum, in dem jede Teilmenge abgeschlossen
ist. Was lésst sich dann iiber die kompakten Teilmengen von M aussagen?

Beh.: Genau die endlichen Teilmengen von M sind kompakt.

Da endliche Mengen stets kompakt sind, reicht es zu zeigen, dass jede kom-
pakte Teilmenge von M endlich ist.

Sei also K C M kompakt. Wére K nicht endlich, so gébe es eine Folge
(n)nen in K so dass x,, # @, fiir n # m gilt, diese kann aber keine konvergen-
te Teilfolge enthalten: Jede Teilfolge von (z,)neny hat paarweise verschiedene
Glieder. Wir zeigen, dass keine solche Folge in M konvergiert: Sei (y,)nen €ine
Folge in M, die gegen y € M konvergiert. Da M \ {y} n.V. abgeschlossen ist, ist
{y} offen in M, aus y,, — y folgt also dass y,, € {y} fiir alle n > ng (ng € N ge-
eignet), also ist y, = y f.a. n > ng und (y,) kann keine paarweise verschiedenen
Glieder haben.

Also ist K endlich und genau die endlichen Teilmengen sind kompakt.



3.2.2 Bestimmen Sie die kompakten Teilmengen des Raumes {0} U{1/n |n €
N}, der mit der von R geerbten Metrik versehen sei.

Beh.: K ¢ M := {0} U{l/n | n € N} ist kompakt genau dann, wenn K

endlich ist oder die 0 enthalt.

= Sei also K C M kompakt und nicht endlich, wir haben 0 € K zu zeigen.

Da K abgeschlossen ist, reicht es dazu zu zeigen, dass eine Folge (z,,)nen in
K existiert, die gegen 0 konvergiert. Da K nach Voraussetzung unendlich
ist, gibt es eine Folge (2, )nen in K mit paarweise verschiedenen Gliedern.
Wir zeigen z,, — O:

Sei € > 0. Wihle m € N mit 1/m < € nach dem Archimedesaxiom. Da
(zn)nen paarweise verschiedene Glieder hat, existiert ein ng € N, so dass

xn €{1/k |1 <k <m}

fiir alle n > ng, da die rechtsstehende Menge endlich ist, fiir diese n ist
dann aber

xn <1/m<e

da alle Elemente von M \ {1/k | 1 < k < m} kleiner gleich 1/m sind. Das
zeigt x, — 0, also 0 € K.

Da endliche Mengen stets kompakt sind, sei nun K C M unendlich und
gelte 0 € K. Da K C M sicher beschréinkt ist, reicht es zu zeigen, dass K
abgeschlossen in R ist. Sei also (2,)nen eine Folge in K, die gegen z € R
konvergiert. Zu zeigen ist z € K.

Sicher ist zunéchst z > 0 und z < 1, da K C [0,1] und diese Menge
abgeschlossen ist. Angenommen nun z ¢ K, dann ist x > 0 wegen 0 € K,
es existiert ein m € N nach Archimedes, so dass 1/m < z, d.h. z €
]1/m, 2. Da diese Menge offen ist, existiert ng € N, so dass

Y @0 >1/m=w, € Ko:i= Kn]1/m, 1] C{1/k|1<k<m}.

n>ngo
Die Menge K ist endlich, setze
1
g0 1= §m1n{|kf:17| | ke Ko} >0

Nun ist sicher
K (e)NK =0

was x,, — « widerspricht. Also ist x € K und das zeigt die Behauptung.

3.2.3 Kann es einen unendlichen Raum geben, in dem jede Teilmenge kompakt

ist?

Nein. Denn dann ist jede Teilmenge auch abgeschlossen im ganzen Raum,

dann sind nach 3.2.1 genau die endlichen Teilmengen kompakt, also muss der
ganze Raum (als kompakte Teilmenge) endlich sein.
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3.2.4 Man beweise: Ist (ap,)nen eine Folge in R mit lim,, o0 G, = 400, so gilt
limy,, o0 @by, = +o0 fiir jede Folge (by,)neny mit inf, ey by, > 0.
Sei M > 0. Wegen a,, — 400 existiert ng € N, so dass

M
oM
inf,en by

n>ngo
Fiir diese n ist aber

anbn > Qp, - Hellf\‘] bn
n

— - inf b
inf,cy by, neN

= M.
Da M > 0 beliebig war, folgt a,b, — +o0.
3.2.5 Zeigen Sie: {e, | n € N} ist nicht kompakt in £> bzgl. || - || .
Dabei ist e, die Folge (0,0,...,0,1,0...), die 1 steht an der n-ten Stelle.
Man zeigt, dass (e, )nen keine || - || —konvergente Teilfolge hat: Sei (e, )ren

eine beliebige Teilfolge von (ep)neny und sei z = (z,,) € £°°. Wir zeigen e,,, /4 .
Gilte e, — x, so gébe es ein ky € N, so dass fiir alle k > kq:

lem. = 7l < 5

Insbesondere wire (betrachte die ng,-te Stelle):

|xnko - 1{ = xnko - (enko)wn
< len, ==l
1
< —
- 4
35
<~ xnko S |:4, 4:|
Andererseits aber auch
’x”ko ’ = |x”k0 - O’
= mnkO - (enk0+1)nk0
< lenige — 2l
1
<

4
11
<~ l‘nko S _Z,Z

Das ist ein Widerspruch, was x,, 7 = beweist.
Also ist {e,, | n € N} nicht kompakt.



zu 3.3

3.3.1 Essei f:]0,1] — R eine stetige Funktion mit f(0) = f(1). Zeigen Sie,
dass dann ein ¢ € [0,1/2] existiert mit f(c) = f(c+ 1/2).

Betrachte die Funktion g : [0,1/2] — R, z — f(z) — f(x + 1/2). Als
Komposition stetiger Abbildungen ist g stetig, weiterhin ist

9(0) = £(0) = f(1/2) = f(1) — f(1/2) = —g(1/2)

Nach dem Zwischenwertsatz existiert also ein ¢ € [0,1/2] mit g(c) = 0, d.h.
aber

9(c) =0 <= f(e) = f(c+1/2) =0 < [f(c) = fle+1/2).

3.3.2 Zeigen Sie:
L f:R\{3} =R, f(z) = -15 ist nicht gleichm#Big stetig,
2. und g: R \ [2,4] — R, g(z) = 15 ist eine Lipschitzabbildung.

1. Zu zeigen ist doch

Y T -yl <A@ - o) > -

e>006>0z,yeR\{3}

Setze € := 1, sei 6 > 0 beliebig, wihle n € N mit 1/2n < § und setze
x:=3+1/n,y:=3+1/2n, dann ist

w—yl=3+~-3- =L <s
xr — = —_ — _—— = —
y n 2n 2n —

und

1 1
x—S_ﬁ
B 1 1

N ‘1/711/%

= |n—2n]|

= n>1l=e.
Also ist f nicht gleichmifBig stetig.

2. Man zeigt, dass g eine Lipschitzabbildung zur Lipschitzkonstanten 1 ist,
d.h.

YV 9@ =g <z —yl.

z,yeR\[2,4]

Seien also z,y € R \ [2,4] beliebig, dann ist |z —3| > 1 und |y — 3| > 1
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und damit

1 1

=Y
=N
8
~—
|
Q
=
<
=
I

r—3 y—3
y—3—x+3‘
(z—3)(y—3)
|z —yl
|z —3[ly — 3|
[z —y|
11
= |z —y

Also ist g eine Lipschitzabbildung.

3.3.3 Essei f:[0,1] — [0,1] eine stetige Funktion. Zeigen Sie, dass f dann
einen Fixpunkt besitzt. D.h., es gibt ein z € [0,1] mit f(z) = =.
Man betrachte die (stetige!) Funktion g : [0,1] — R, z — f(x) — z, wegen
£(0), f(1) € 10,1] gilt zunéchst
0 < f(0) = £(0) - 0= ¢(0)

und
JO) <1 = 0= f(1) 1= g(1)

Nach dem Zwischenwertsatz gibt es also ein z € [0,1] mit g(x) = 0, da g stetig
ist, und das heif}t

9(x) =0 < f(z) —2 =0 < [f(z) ==,

also hat f einen Fixpunkt.

3.34 Ist f:[0,1[— R, f(z) = ¥z
1. gleichméfig stetig,

2. sogar eine Lipschitzabbildung?

1. Beh.: Ja, f ist gleichmé&Big stetig.
Man betrachte g : [0,1] — R, x — /z. g ist als stetige Funktion auf einem
kompakten Intervall sogar gleichméflig stetig, also ist auch f = g[jo1]
gleichméBig stetig.

2. Beh.: Nein, f ist keine Lipschitzabbildung.
Zu zeigen ist doch, dass

J @)~ S| > Lie —y

L202,y€[0,1]

Man betrachte b : [0,1[ — R, z — x*/5, h ist stetig, also gilt h(z) — 0
fiir £ — 0. Sei nun L > 0 beliebig, wéhle ein « € [0,1[ mit
1

<
O<h(nc)_LJrl
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Setze y := 0, es ist

[f(@) = fly)l =

v
a
+
=
B8

Also ist f keine Lipschitzabbildung.

3.3.5 Eine Teilmenge I von R ist genau dann ein Intervall, wenn dafiir der
Zwischenwertsatz richtig ist, wenn also gilt:

Ist f: 1 — R stetig und =,y € I, so tritt jedes ¢ zwischen f(z) und
f(y) als Bildwert auf.

Seien I C R ein Intervall, f : I — R steitg und z,y € I, 0.E. x < y, sowie
¢ € R zwischen f(x) und f(y) gegeben. Wendet man den Zwischenwertsatz
auf fi; ] an, so erhélt man ein z € [2,y] mit f(2) = c. Da I ein Intervall
ist, ist z € I, damit ist alles gezeigt.

Sei I C R so, dass fiir jedes stetige f der Zwischenwertsatz gilt.

Wir zeigen |inf I,sup I [ C I, dann muss I ein Intervall sein, denn I kann
hochstens noch zusétzlich inf I oder sup I enthalten. Sei also £ € R mit
infl < & <supl, zu zeigen ist £ € I. Wire £ € I, so wire f : I — R,
x +— 1/(xz — &) eine stetige Abbildung. Wegen inf I < £ gibt es z¢ € I mit
xo < & und wegen £ < sup/ ein x; € I mit £ < x1, nun ist aber

1 1
= <0 =
flao) = g <0 fl@) = -
also ist f(zg) < 0 < f(x1) aber es ist f(z) # 0 fiir alle z € I, das
widerspricht der Giiltigkeit des Zwischenwertsatzes, also ist £ € 1.

Also ist

>0

JinfI,supI[C I C [infI,supl]

und I ist damit ein Intervall.

3.3.6 Fiir eine Teilmenge K von R sind dquivalent:

e K ist kompakt.
e Jede stetige reellwertige Funktion auf K ist beschrédnkt.

Das aus der ersten Aussage die zweite folgt, ist bereits bekannt, es reicht

also die Umkehrung zu zeigen.
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(ii) = (i): Man zeigt dies indirekt. Sei also K C R nicht kompakt, zu zeigen
ist, dass es eine unbeschrinkte stetige Funktion f : K — R gibt. Man
unterscheidet zwei Félle:

— K ist unbeschrinkt. Dann ist sicher f : K — R, z — =z stetig und
unbeschrinkt, denn: Sei M > 0, da K unbeschrinkt ist, existiert
x € K, so dass |z| > M, dann ist aber

[f(2)] = || = M,

also ist f unbeschrénkt.

— K ist beschrinkt, da K nicht kompakt ist, kann K dann nicht ab-
geschlossen sein, also gibt es a,, € K und ¢ € R \ K mit a,, — a.
Betrachte nun f: K — R, z — 1/(z — a). f ist stetig, da a & K.
Man zeigt, dass f unbeschriankt ist: Sei M > 0, wegen a,, — a
existiert ein n € N mit

—al <
[ a‘—M+1

Es folgt, dass

1 1
o) = oy = Ty = M 1> M

wegen a, € K ist f auf K unbeschrinkt.

Es gibt also ein stetiges unbeschréinktes f : K — R, falls K C R nicht
kompakt ist.

3.3.7 Fiir eine Teilmenge K von R sind dquivalent:
e K ist kompakt.
e Jede stetige reellwertige Funktion nimmt Maximum und Minimum an.
e Fiir jede auf K definierte stetige Funktion f ist f(K) kompakt.

Wieder ist (i) = (ii), (iii) die Aussage bekannter Sitze, es reicht also die
Umkehrungen zu zeigen:

(ii) = (i): Ist K C R nicht kompakt, so gibt es nach 3.3.6(ii) eine unbeschrénk-
te Funktion f : K — R, diese hat dann kein Maximum oder Minimum
und kann dieses also auch nicht annehmen.

(ili) = (i): Betrachte f : K — R, z — x. Diese Funktion ist stetig, also ist
nach Voraussetzung f(K) = K kompakt.

3.3.8 f: R — R sei differenzierbar; ist dann f’ beschrinkt, so ist f gleich-
mifBig stetig. Gilt auch: Ist f differenzierbar und gleichméBig stetig, so ist f”
beschrankt?

Sei also f: R — R differenzierbar und sei

L :=sup |f'(z)] < 400
z€R
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man zeigt, dass f sogar Lipschitz zur Konstanten L ist: Seien z,y € R beliebig,
0.E. £ < y nach dem Mittelwertsatz gibt es ein € € | z,y [, so dass

ey - F@) = £)
1€ ===

es folgt, dass
[f(@) = fWI =1 Ol |z -yl < L]z -yl
Also ist f Lipschitzabbildung und damit gleichméfBig stetig.
Die Umkehrung ist falsch: Betrachte f : [0,1] — R, f(0) = 0, f(x) =
23/2sin(1/x) sonst. Sicher ist f auf ]0,1] differenzierbar, man zeigt zunichst
die Differenzierbarkeit von f bei 0, es ist

’f(h) - f(O)’ Ko/ Sin(l/h)’

h
= ‘\/ﬁsin(l/h)‘

IN

‘\/ﬁ‘—ﬂ), h— 0t

Also ist f in 0 differenzierbar mit f/(0) = 0 und damit auch stetig in 0. Als
stetige Funktion auf der kompakten Menge [0, 1] ist f auch gleichméBig stetig.
Man zeigt nun, dass f’ nicht beschriinkt ist, fiir  # 0 ist ndmlich

3 1 1 1

flx) = §x1/2-sin;—x3/2~ﬁcos;
3 1 1 1 1
= o7 esin— 7 cos —

und diese Funktion ist unbeschrankt:
Sei M > 0 beliebig, wihle n € N mit n > M?/r und = := 1/nm, dann ist

3 1 1 1
! = |22/2.gin= — — .cos—
|f'(x)] x sin — 7z €08 —
2 i.cosl ‘311/2'81111
x T 2 T

S 1 1

—| - |cos —
- Wz x

1 1

= - |cos

/1/nm0 1/nm

= /nm- |cos(nn)]
> VM2 =M.



