Analysis I — Ein Lernbuch fiir den sanften Wechsel von der Schule zur Uni 1

Lésungen der Ubungsaufgaben
von Kapitel 2

zu 2.1

2.1.1 Man zeige: Jede Teilfolge einer Umordnung einer Folge kann als Umord-
nung einer Teilfolge geschrieben werden. Geht das auch umgekehrt?

zu 2.2

2.2.1 Fiir welche reellen Zahlen z gelten folgende Ungleichungen?
(a) |z —5]> 04,
c) 2z +1| > |z —2|

)

(b) | +3[ < e —2],
)
) Man unterscheidet zwei Fiélle:

(
(a
Fiir x € R mit > 5 ist |x — 5| = « — 5, also gilt fiir diese a:

|z —5] > 04
=L r-5 > 04
<~ x > b4

Die Ungleichung gilt also sicher fiir alle
ze{zeR |z>5}n{zeR |z>54}={zeR |z >54}

Nun der zweite Fall: Fiir z € R mit « < 5 ist |z — 5| = 5 — x, dann gilt

|z =5 > 04
=52 > 04
<—— —x > —4.6

= x < 46
Die Ungleichung gilt also insgesamt fiir alle

ze{reR |z <46Vr>54}

(b) Hier muss man drei Félle unterscheiden:

Firxz >2ist £ —2 > 0 und x + 3 > 0, dann gilt also
e +3] < |z—2]

T — 2
-2

x> 2

< x+3

<
— 3 <

Die Ungleichung gilt also fiir kein = > 2.



Firx €e R mit -3 <z <2ist [ — 2| =2—2 und |z + 3| = 2+ 3, also ist

hier
lz+3] < |z—2
73<z<2m+3 S 2_1:
<— 2z < -1
1
= < —-=
=Ty

Die Ungleichung gilt also sicher fiir alle
1
xG{xGR ‘3§I§2}
Schlieflich ist fiir die x € R mit x < —3 sowohl z + 3 < 0 als auch
x — 2 <0, i.e. hier ist
lz+3] < |z—2]
=’ r-3 < 2-2
= -3 < 2

Die Ungleichung gilt damit fiir alle x < —3, insgesamt also fiir

3
< ——
-2

(¢) Zunéchst ist |2z + 1| = 2|z + 1/2|, man unterscheidet wieder drei Fille:
Firz > 2ist £ +1/2 >0 und = — 2 > 0, also hat man hier

xE{zER

22 +1] > |z—2]
=L+l > -2

=z > -3
Die Aussage gilt also sicher fiir die > 2, die auch > —3 sind, also fiir
alle z > 2.
Fir —1/2 <z <2ist 2+ 1/2 > 0, aber z — 2 < 0, man hat

20 +1| > |z —2
—1/2<a <2

= 2x+1 > 2—x
— 3z > 1

1
 r > =
3

Die Ungleichung wird also zusétzlich auch von allen x mit 1/3 < z < 2
erfiillt.

SchlieBlich ist fiir x < —1/2 sicher x +1/2 < 0 und = — 2 < 0, also ist
20 +1] > |z —2
= w1 > 2-
= —x > 3
=z < =3
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Die Ungleichung gilt also insgesamt genau fiir die

xe{xER

1
<=3Vzx>
T T 3}

2.2.2 Zeigen Sie, dass Umordnungen konvergenter Folgen ebenfalls konvergent
sind. Muss der Grenzwert der Umordnung mit dem Grenzwert der Ausgangsfolge
iibereinstimmen?

Man zeigt: Sei (ay)nen eine Folge in K, die gegen a € K konvergiert, und
¢ :N — N eine Bijektion. Dann ist (a,(n))nen auch gegen a konvergent.

Sei also € > 0, wihle wegen a,, — a ein n; € N, so dass

\v/ lan, —a| < e.

n>ny

Setze nun
ng =1 +max{gpfl(m) [1<m<n}

Sei nun n > ng, wire p(n) < ni, dann wére aber
ne{pt(m)|1<m<n}

also
n < max{e '(m)|1<m<n} < ne,

also ist ¢(n) > n; und damit
|a—apm| <e

nach Wahl von n;.
Also gilt a,(,) — a, was man zeigen wollte. Man sieht also, dass jede Umor-
nung einer konvergenten Folge wieder konvergent mit demselben Limes ist.

2.2.3 Untersuchen Sie die nachstehenden Folgen auf Konvergenz und bestim-
men Sie gegebenenfalls ihren Grenzwert.

a3 ()

r0+r1n+...+rknk

b) b, =
() " 50—|—51n—|—...—|—sknk

fiir gegebene r; und s;, 0 < i <k, s # 0.

Dabei sei der Nenner fiir alle n € N von 0 verschieden.
(c) en=(-5)"

Vn+5

(a) Zunéchst ist fiir jedes n € N:

-3 ()]



Wegen |—1/2| = 1/2 < 1 gilt (—=1/2)"*! — 0, man erhilt durch Anwen-
dung der Grenzwertsétze:

2 1\ 2 2
Ap = — - 1—(—= — — 1= —.
3 2 3 3

(b) Man erhélt durch Anwendung der Grenzwertséitze nach Erweitern mit

nk:
b — Yo i _ Yigrin'
" Zf:o s;nt Zf:o s;nt—k

k-1 i—k
Do TN T AT
k—1 —
i sk + s
0+ 7y Tk
Tn—oo =—
04+ s Sk

(c) Man zeigt, dass (c,) unbeschrinkt (und damit nicht konvergent) ist:

Sei M > 0, wegen 5" — 0 (da 1/5 < 1) existiert n € N, so dass
57" < ! —= " >M
S 37 >
dann ist aber
len] = [-5]" = 5" > M
Da M > 0 beliebig war, ist (¢,) unbeschrinkt.

(d) Man erhélt durch Anwendung der Grenzwertsitze nach Erweitern mit
n~1/2;

C241/yn 2/yn+1/n
yn+5m 145 m-1/yn
aws 0+0
ws VT U
1+0-0
= 0

dn

2.2.4 Was passiert, wenn man in der Nullfolgendefinition & durch 1/¢ ersetzt:
Welche Folgen (a,,) sind durch

,Fiir alle e > 0 gibt es ein ng, so dass |a,| < 1/e fiir alle n > ng
gilt.

charakterisiert?
Beh.: Es werden gerade die Nullfolgen charakterisiert.

Bew.:

< Sei also (ay,) Nullfolge und € > 0, dann ist auch 1/ > 0, da (a,) Nullfolge
ist, existiert zu 1/¢ ein ny € N mit |a,| < 1/¢ fiir alle n > ng. Das wollte
man aber zeigen.
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= Sei nun (ay) eine Folge in K, so dass

VA= AZEE

e>0noeN n>ng

und € > 0, dann ist auch 1/e > 0, nach Voraussetzung existiert ng € N,

so dass fiir alle n > ng .

n < — =
|a |—1/€

£

d.h. a,, — 0, was zu zeigen war.

2.2.5 Man beweise folgende Aussagen iiber Teilfolgen:
(a) Aus lim,,_, a2, = a und lim, ag2,+1 = a folgt lim,, o a, = a.

(b) Sei a € R. Besitzt jede Teilfolge (an,) von (a,) eine Teilfolge (genauer:
Teilteilfolge) (an,, ), die gegen a konvergiert, so konvergiert (a,) selbst
gegen a.

(a) Seie > 0, dann existiert nach Voraussetzung ein ny € N mit:

Y/ laza| <<

n>ni

\V/ laont1] < €

n>mns

und ein ny € N mit

Wiéhle ng = max{2n1,2ne + 1}. Damit gilt fiir alle n > ng:

— Im Fall n = 2m, also n gerade und m > ny:
m > nj
lan, —a| = |agm —a| < e

— Im Fall n = 2m + 1, also n ungerade und m > ns:
m > ng
lan, — a| = |agmyr —a| < €

Es folgt also stets |a,, — a| < ¢, also ist (a,) konvergent gegen a.

(b) Man kann dies durch einen Widerspruchsbeweis zeigen:

Angenommen es giibe eine reelle Folge (an)nen, fiir die gilt, dass jede
Teilfolge (an, )ren eine Teilteilfolge (ankl)ZEN besitzt, die gegen a € R
konvergiert, die aber selbst nicht gegen a konvergiert, i.e.

El \v/ 3 |an, — al > .

€0>0neN no>n
Man definiert nun induktiv die Folge (ng)reny in N mit:

ny = ng > 1 mit |a,, — a| > £o, exsitert nach Vorrausset-

zung.
Ngt1 := Ng > Nk mit |a,, — al > €9, wende dazu die Voraussetzung mit n = ny, an.



Da (ng)ren eine nach Definition streng monoton steigende Folge (es gilt
stets neN) ist, ist also (a,, ) eine Teilfolge von (ay,)nen. Diese Teilfolge
hat aber nun keine Teilteilfolge, die gegen a konvergiert:

Sei (an,, )ien eine beliebige Teilfolge von (an, )ken -

v 3

€1>01eN lg>1

Qny,y, — a’ > €1

Setze €1 = g, sei [ € N beliebig, wéhle [p :=1+1 >

Any, — a‘ > g9 =€

da nach Definition von ny fiir alle k; € N:

Ony, — a’ > gg

gilt. Somit ist (ankl )ien nicht konvergent gegen a.

(an, )ken hat also keine gegen a konvergente Teilfolge, dies widerspricht
der Voraussetzung, damit folgt, dass die Annahme falsch war, also kon-
vergiert (a,)nen gegen a.

2.2.6 Es sei (z,) eine Folge reeller Zahlen und

die Folge der Mittelwerte.

(a)

Zeigen Sie, dass die Mittelwerte (a,) konvergieren, falls die (z,) konver-
gieren. (Wogegen némlich?)

Die Umkehrung gilt nicht: Es gibt eine Folge (z,,), so dass (a,, ) konvergiert,
() jedoch nicht.

Folgt aus der Konvergenz der (a,,), dass die Folge der (z,) beschrinkt ist?

Man zeigt zunéchst, dass aus x,, — 0 stets a,, — 0 folgt:
Es sei (2, )nen eine Nullfolge in R.

Es sei € > 0 bel., dann ist auch €/2 > 0, und es existiert, da x,, Nullfolge
ist, n1 € N, so dass fiir n > nq

|| <

Weiterhin existiert, da x,, konvergent und somit auch beschréinkt ist, M >

0 mit
W fel <
neN
Man wihle nun nach dem Archimedesaxiom no € N mit ny > w und

wihle dann ng := max{nj,na} + 1
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Damit gilt fiir n > ng:

1< 1] |
el - [
k=1 k=1
Dreiecksungleichung 1 n
k=1
n>n RS 1 ¢
- DU L DL
k=1 k=ni1+1
Voraussetzung 1 "1 ]_ n g
< "N Mo -
< S MAo Y S
k=1 k=ni+1
1 1 €
= - M+ — (n—n1)~§
n > ng g n—mp; ¢
< M .
2n M mM n 2
. €. E_.
- 2 2

Also ist (ay)neny Nullfolge.

Sei nun (2, )neny konvergent gegen x € R, dann ist nach Definition (z, —
2)nen Nullfolge, und somit auch

1 n
- Z(mk —xz)—0
k=1

Da aber gilt

1o 1 o 1 o
EZ(xk—x) = EZJ;;C—EZJJ
k=1 k=1 k=1

1
n
k=1
folgt
1 n
- Z T — X.
n
k=1
Man erhélt also insgesamt: Wenn die x,, konvergieren, konvergieren auch

die Mittelwerte a,, und zwar gegen denselben Limes.

(b) Man betrachte die Folge (z,,)nen in R gegeben durch:

v/n  nist Qudratzahl, also El m?=n
meN
In =19 —y/n—1 n—1ist Quadratzahl, also EI m2=n—1
meN

0 sonst



Zunéchst gilt es zu bemerken, dass x,, wohldefiniert ist, da nie n und n—1
gleichzeitig Quadratzahlen sein kénnen.

Beweis:

Wiiren n = m? und n — 1 = k? beides Quadratzahlen (k,m € N,m > k),
galte:

n—(n-1) = 1
= m’-k = 1
< (m—k)-(m+k) =1

Da aber m + k > 2 wegen m,k € N und somit m,k > 1 sicher gilt und
aus m > kund m, k € N auch m —k € N und damit m — k& > 1 somit also
(m+k) - (m — k) > 2 folgt, ist dies ein Widerspruch. Es gibt also keine
Quadratzahlen mit dem Abstand 1.

Weiterhin gilt, dass (2, )nen nicht konvergiert, da (z,)neny unbeschrinkt
ist.

Beweis:

Zu zeigen ist:

YV A lzal> M.

M>0neN

Es sei M > 0 gegeben, dann wihle n > M? und n Quadratzahl. Damit
gilt:

o] = |V71] > ’\/M2’ — M| =M
Somit ist x,, unbeschrinkt und damit nicht konvergent.
Man betrachtet nun (a,)nen, die Folge der Mittelwerte von x,,:

Ay = meN

Diese Folge ist aber eine Nullfolge, also konvergent.
Beweis:
Es sei € > 0 bel., wir wissen, dass (ﬁ)neN Nullfolge ist, also existiert ng

mit ’ﬁ‘ < ¢ fiir alle n > ng. Damit folgt fiir n > nyg:

<e

|(l | < |—
" \/ﬁ
AISO gilt Ay — O.

Folgt aus der Konvergenz der a,, dass die Folge der x,, beschriankt ist ?

Nein, wie die unter (b) beschriebene Folge (z,)nen zeigt: Sie ist unbe-
schréankt und trotzdem sind die a,, konvergent.
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zu 2.3

2.3.1 Fiir M C R versteht man unter M, r € R, die Menge {rz € R |z € M };
weiter sei —M die Menge (—1)M.
Man beweise oder widerlege:

(a) sup(—A) = —inf(A), inf(—A) = —sup(A), falls A # @) eine beschriinkte
Teilmenge von R ist.

(b) Es seien a;; fiir i =1,...,m, j =1,...,n reelle Zahlen. Dann gilt
su inf (a;;) = inf sup (ai;).
1§i§m1§j§”( ZJ) 1§j§"1§i§m( i)

(c) Die a;; seien wie in (b). Dann gilt

sup sup (ai;) = sup sup (a;;).
1<i<m 1<j<n 1<j<n 1<i<m

(d) Ist a; < b; fiir alle 7 in einer Indexmenge M, so ist sup a; < sup b;.

(a) 1. sup(—A) = —inf(A)

Sei A C R beschréinkt, dann gilt:

Man hat zu zeigen, dass —inf(A) Supremum von —A ist, also das
gilt:

(a) —inf(A) ist obere Schranke von —A

(b) Wenn b obere Schranke von —A ist, folgt b > —inf(A)

Man zeigt zunéchst, dass —inf(A) obere Schranke von —A ist:
Sei a € —A beliebig, dann gilt:

a € —A
Defyon =4, ¢ 4
B e A > inf(A)
Unelcighune < —inf(4)

Also ist —inf(A) obere Schranke von —A.

Man zeigt nun, dass wenn b € R obere Schranke von —A ist, b >
—inf(A) folgt:

Man zeigt zunéchst, dass —b untere Schranke von A ist:

Sei a € A beliebig, dann gilt:

a € A
Defyom—-4 4 ¢ -4
b ist 0.S. von — A —a S b
Ungle__ighung > b
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—b ist also untere Schranke von A, aus der Infimumseigenschaft von
inf(A) folgt

—b <inf(A) < b > —inf(4)

Das war aber zu zeigen.
—inf(A) ist also Supremum von —A es gilt also sup(—A) = —inf(A).

. inf(—A) = —sup(A)

Man zeigt zunéchst:

Y A=-(-4)
ACR

Sei A C R beliebig, dann gilt:
- ”C“:
Sei a € A beliebig, dann gilt —a € — A aufgrund der Defition von

—A, damit folgt —(—a) = a € —(—A) aufgrund der Definition
von —(—A). Dies war aber zu zeigen, also gilt: A C —(—A)

- 2 “
Sei a = —(—a) € —(—A) beliebig, dann gilt —a € —A also auch
a € A somit gilt A D —(—A).

Also gilt A = —(—A4).
Sei nun A C R beschrénkt, dann gilt:

—sup(A) = —sup[—(—4)]
= — [~ inf(=A)]
= inf(—A)

Das war aber zu zeigen.

(b) Wir vermuten, dass die Behauptung falsch ist und miissen also ein Gegen-

beispiel angeben, dazu zeigt man zunéchst:

Die Menge E := {0,1} C R hat das Supremum 1 und das Infimum 0.
Wegen 1 < 1 und 0 < 1 ist 1 zunéichst obere Schranke von E. Wenn b € R
obere Schranke von FE ist, gilt insbesondrere 1 <b,da 1€ F.

Also gilt: sup{0,1} = 1.

Weiterhin gilt: Wegen 0 < 0 und 0 < 1 ist 0 untere Schranke von E. Wenn
b € R untere Schranke von E ist, gilt insbesondere b < 0.

Zusammen folgt inf{0,1} = 0.

Setze nun m =n =2 und a1; = 0,a21 = 1,a12 = 1,a22 = 0, dann gilt:
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115221?]1‘82(@“) = inf{sup{ai1,a12},sup{asi,asx}}
inf{sup{O7 1}, sup{1, O}}
= inf{1,1}
1
sup inf (a;;) = sup{inf{ai1, a9 },inf{ai2,a2}}
1< <2 1552
sup{inf{0, 1},inf{1,0}}
= sup{0,0}
0.

Da aber 1 # 0 gilt, ist die Aussage i.A. falsch.

(c) Sei A:={a;; |1<i<m,1<j<n}

Man zeigt zunéchst, dass sup A= sup sup (a;j)
1<i<m1<j<n

Es gilt: sup sup (as;) ist obere Schranke von A, da:
1<i<m 1<j<n
Seien 1 < ig < m, 1 < jg < n beliebig, dann gilt:

Qigjo < Sup{a’ioj | 1<j< TL} = SUp Gy
1<j<n
da jedes Element einer Menge kleiner oder gleich dem Supremum einer
Menge ist. Weiter folgt analog:

Qigjo < SUP Qo5 < SUP  SUP @i
1<j<n 1<i<m 1<j<n

Also ist sup sup aj; obere Schranke fiir A.
1<i<m 1<j<n
Sei nun b € R beliebige obere Schranke von A.

z.z. sup sup <b
1<i<m 1<j<n

Offenbar gilt, da b obere Schranke ist:

v aijgb

1<i<m

155<n
Damit folgt aber

sup a;; <b
1<i<m 1Sisn

da jedes Supremum kleiner oder gleich jeder oberen Schranke ist, und
damit auch

sup sup <b

1<i<m 1<5<n

Also gilt: sup A = sup sup ajj.
1<i<m 1<j<n
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Man zeigt jetzt, dass sup A = sup sup (a;;)
1<j<n 1<i<m

Es gilt: sup sup (a;;) ist obere Schranke von A, da:
1<j<n 1<i<m
Seien 1 < ig < m, 1 < jg < n beliebig, dann gilt:

Aigjo < sup{agj, |1 <i<m}= sup ay,
1<i<
da jedes Element einer Menge kleiner oder gleich dem Supremum einer
Menge ist. Weiter folgt analog:

Qigjo < SUP @ijo < SUp  SUD @jj
1<i<m 1<j<n 1<i<m

Also ist sup sup a;; obere Schranke fiir A.
1<j<n1<i<m
Sei nun b € R beliebige obere Schranke von A.

z.Z. sup sup a;; <b
1<j<n 1<i<m
Offenbar gilt, da b obere Schranke ist:

\v/ aijgb

1<i<m
1<j<n

Damit folgt aber
sup a;; <b
1<j<n ISism
da jedes Supremum kleiner oder gleich jeder oberen Schranke ist, und
damit auch
sup sup a;; <b
1<j<n 1<i<m

Also gilt: sup A = sup sup ajj.
1<j<n 1<i<m

Da das Supremum einer nach oben beschrinkten Teilmenge in R eindeutig
bestimmt ist, gilt:

sup sup a;; = Sup Sup a;;.
1<i<m 1<j<n 1<j<n 1<i<m

(d) Es sei a := sup;ecps a; und b := sup;cj, b und n € N. Wegen a — 1/n < a
ist @ — 1/n keine obere Schranke der a;, also existiert i € M, so dass
a; > a—1/n, es folgt, dass
1
b>b;>a; >a——.
n
Also gilt a < b+ 1/n fiir jedes n € N, wegen 1/n — 0 folgt, dass a < b,
q.e.d.

2.3.2 BEs sei K der Korper Q + Qv/2 (vgl. Ubung 1.4.3) mit der gewohnli-
chen von R geerbten Ordnung. Zeigen Sie, dass nicht jede Cauchy-Folge in K
konvergiert,.
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Man hat zu zeigen, dass im Koérper K nicht jede Cauchy-Folge konvergiert,
dies ist gleichwertig damit, dass nicht jeder Dedekindsche Schnitt in K eine
Schnittzahl besitzt.

SeiAi={reK|x<0vVa?<3}und B:={rx e K|z>0A2*>3}.
Man zeigt nun zunéchst, dass (A, B) ein dedekinscher Schnitt ist:
Dazu muss man zeigen:

A#£ODNB#0D
e r € AVx € B fiir jedes x € K
e a<bfira€c Aundbe B.

e Esgilt A# 0, da wegen 0 < 0 auch 0 € A gilt.
Es gilt B # (), da wegen 5 > 0 und 52 = 25 > 3 auch 5 € B gilt.

e Sei z € K beliebig, dann gilt stets x € AV x & A.
Im Fall x € A ist man fertig.
Sei also x € A, z.z. x € B
Es gilt:

cg A Pelep A -(z <0Va? <3)
— =(z < 0) A—(z? < 3)
— x>0Az%>3
Defvop B r€B

Also gilt stets € A oder x € B.

e Seia € A, b € B beliebig, z.z.: a < b
Angenommen nun, es gilte b < a, wegen b € B gilt b > 0 und damit
b2 > 0. Wegen a > b folgt auch a > 0 und somit
a?>b2 >0
Wegen a € A gilt aber a? < 3, da a > 0 gilt, also
3>a% >0 >3,

da b € B, also 3 > 3, dies ist ein Widerspruch, also war die Annahme
falsch, es gilt a < b.

Man hat gezeigt, dass (A, B) ein Dedekindscher Schnitt ist. Als niichstes zeigt
man, dass fiir die Schnittzahl z von (A, B) notwendigerweise 2% = 3 gelten muss.
Es gilt sicher: > 1, da 1 € A. Es kann aber x? < 3 nicht gelten, da gilt:

Wihle ¢ := min{l, Z;jﬁ;} > 0 wegen z2 < 3,z > 1, gilt dann also sicher

2ex + € + 22 < 3, also auch:

(x+e)? = a2 +2x+e?

£ 1

22+ 2%z +¢
3

A TAIA
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Also gilt x + ¢ € A und = kann nicht Schnittzahl sein.
Sei nun x € K mit 22 > 3. Auch dieses x kann nicht Schnittzahl sein, denn:

Setze € := rnin{’J ””2_3} > 0,da x> 1, also gilt x — ¢ > 0 und

20 2z
(x—e)? = x—2x+¢e
> T —2ex
> 3

Also gilt x — e € B, und « kann damit nicht Schnittzahl sein, da sonst € < 0
gelten miisste, was ein Widerspruch zu € > 0 ist.

Da es aber in K keine Zahl z mit 22 = 3 gibt, hat (A, B) keine Schnittzahl,
also ist K nicht vollstandig.
Wire namlich a® = 3 fiir ein a = a; + a2 € K, gilte, da 0.E. ay # 0 wegen
a? # 3 fiir a1 € Q und o0.E. a; # 0, da 2a2 # 3 fiir ay € Q, also a1, as # 0.

(a1 +a2\/§)2 = 3

— a%+2a1a2\/§+2a§ = 3
— 2a109V2 = 3 —a? — 2d3
alégéfO \/i _ 3 —-a% —-2@%

2&1&2

Da aber a1, a9,3 € Q folgt 3”2} € Q, da Q Kérper ist, also wiirde v/2 € Q

2a1a2
gelten, dies ist aber ein Widerspruch, da /2 irrational ist.
Also hat (A, B) keine Schnittzahl, und nicht jede Cauchy-Folge in K ist konver-
gent.

fir n € N.

2.3.3 Seiag=1, apy1 = 1

(a) Zeigen Sie, dass (a,) eine Cauchy-Folge ist.

Tipp: Man zeige zunéchst, dass a,42 fiir n € N stets zwischen a,, und
an41 liegt, und dann, dass |a, — ant1]| — 0 fir n — oo. (Warum ist (ay)
dann eine Cauchy-Folge?)

(b) Zeigen Sie, dass (a,) gegen die positive Losung der Gleichung 2% + z = 1
konvergiert.

Bemerkung: Man berechnet damit den Wert der so genannten Kettenbruchent-
wicklung fiir den goldenen Schnitt:

1
1
1

14---

1+
1+
1+
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(a) Als allererstes zeigt man durch vollstiandige Induktion, dass a, > 0 fir
alle n € N:

— Induktionsanfang:
Firn=0gilt:ap=12>0

— Induktionsvoraussetzung;:
Fir n € N gelte: a, >0

— Induktionsschluf:
2.2.0 Gpt1 > 0
Es gilt:

Ind.Vor.

Qn,
<~ a,+1 > 0
1
ﬁan—!—l:a +1 > 0
n

Also gilt auch a, 41 > 0.

Es gilt also a, > 0 f.a. n € N.

Man kann nun leicht zeigen, dass fiir jedes n € N stets a,, < 1, da a9 =
1 <1 gilt und mit 0 < a,, <1 stets

1 an >0 1
<

< -=1
1+a, 1

Ap41 =

Damit folgt die Behauptung nach dem Induktionsprinzip.
Aus a, <1fa.néeN folgt wiederum a,, > % f.a. n € N, denn:
ag=1> %, und mit a,, > % gilt wegen

1
Gnt1 = 1+a, 2
Damit folgt die Behauptung.
Man zeigt jetzt durch vollstdndige Induktion, dass a2 stets zwischen a,,
und a,41 liegt:

— Induktionsanfang:
Fiir n = 0 gilt:
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apg = 1
1
a =
! 1+ ag
1
2
1
a =
2 1+a1
_ 1
o1+l
1
-3
2
2
= 3
Es gilt
1< 2 <1
2 3

und somit auch
a1 < ag < ag
also liegt as zwischen a; und ag.

— Induktionsvoraussetzung;:
Fiir ein n € N gelte:

Up < Opt2 < Apy1 Vantl < Gpi2 < Ap

— Induktionsschluss
z.7.:

Ap+1 < Gp43 < Ap42 \ An+2 < Gp4+3 < Ap+1
1. Im Fall a,, < apy2 < an41 gilt:

An+3
n+ 1+ U2

apt1 1
1+ ant
Ap+2

An+42

VA

an+3
nr 1+ An+2

aAp42 > an 1

1+a,
anJrl

Also gilt:
Ap+-2 < an43 < Ap+1

Das war aber zu zeigen.
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2. Im Fall ap41 < ap42 < a, gilt:

An+43 = P E—
mt 1+ (p4-2

Apn 41 ]_
1+ Ap+1
Ap42

an 42

AV

An+43 = P —
mt 1+ Gp4-2

ant2 < an ]_
>
1+ a,
== Ap+1

Also gilt:
An1 < An43 < Ap 42

Das war aber zu zeigen.

Also liegt a2 fiir alle n € N zwischen a,, und a,,41.
Als Néchstes zeigt man, dass fiir alle natiirlichen k& > 2 das Element a1
zwischen a,+; und a,, liegt.

— Induktionsanfang:
Fiir k£ = 2 wurde die Behauptung eben bewiesen.
Fiir k£ = 3 gilt:
Im Fall: a,, < ap12 < anp41 folgt, wie oben gezeigt anio < apys <
Gn+1 also
Uy < Opy2 < Apt3 < Ap41

Im Fall: a,4+1 < ant2 < a, folgt, wie oben gezeigt
Ap+1 < Ap43 < Apy2 < ap

— Induktionsvoraussetzung;:
Fiir k > 3 gelte: ap 4, und ay, 451 liegen zwischen a,, und a,11.

— Induktionsschluss:
Im Fall: a, < aptr < any1 und ay, < apgr—1 < any1 gilt, da apyp41
stets zwischen a,1,—1 und a, 4 liegt:

Ap < Apiykt1 < Un41

Im Fall: ap41 < aptr < ap und ap41 < Gpti—1 < ap gilt, da apyp41
stets zwischen a1 und a, 4 liegt:

An+1 < An+k+1 < ap
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Also liegen alle a1 fiir kK € N zwischen a,, und a,1, da a,41 trivialer-
weise zwischen a,, und a,; liegt, da ap41 < ap41 und apq1 > apyr.

Als Nichstes zeigt man, dass (b, )neny mit b, = a, — an,4+1 Nullfolge ist.
Dazu zeigt man zunéchst durch vollstdndige Induktion, dass |a, — an41] <
()" fir alle n € N gilt.

— Induktionsanfang:
Fir n =0 gilt: ap = 1,a; = %, also

— Induktionsvorausetzung:
Fiir ein n € N gelte:

— Induktionsschluf:
z.7.:

Es gilt:

1 1
‘1+an B 1+ an41
I+aps1 —1—ay
‘(lJran)(l + any1)

|an+1 — Qp+2 -

[

|an+1 - an|
(1+3)°
. ‘an - an+1|
A\
9
4 n+1
9

Jetzt kann man zeigen, dass b, Nullfolge ist.

Sei € > 0 beliebig. Wir wissen, dass [(%)n]neN Nullfolge ist, also existiert

ng € N mit
é n
9
4

n
b ] = [an — ansa] < () <e.

A

Ind.Vor.

|
o~ Ol Ol

<efa.n>ng.

Dann gilt fiir n > ng:

9
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Also ist (by,)nen Nullfolge.

Jetzt kann man zeigen, dass (a,)neny Cauchy-Folge ist:

Sei £ > 0 beliebig. Wir wissen, dass (a, — an+1)neny Nullfolge ist, also
existiert ng € N mit

\an — an+1| <e fa. n > no-.

Dann gilt fiir m,n > ng, wobei 0.B.d.A. m > n sei, dann ist a,, = anix
flir geeignetes k € N, a,, liegt also zwischen a,, und a,41, i.e.

‘am _anl < |an _an+1| <e

Also ist (an)nen Cauchy-Folge.

Zuniéchst gilt, dass (an)nen konvergiert, da (a,)nen Cauchy-Folge in R
ist und in R alle Cauchy-Folgen konvergieren.

Jetzt zeigt man, dass fiir a := lim a,, notwendigerweise a > 0 gelten muss,
da a, > 0 fir jedes n gilt.

Angenommen nun es gelte a < 0, z.z. (a,)neny konvergiert nicht gegen a,

d.h.
El \v/ EI lan, —al > €.
g0>0neN no>n
Sei nun a < 0 beliebig, wihle g9 := —§ > 0. Sein nun n € N beliebig,

dann setze ng :=n, es gilt:

angy > 0 und
—a >0

a
an, —al Jang| +al > |3] = <o.

Also gilt lim a,, > 0. Weiterhin wissen wir, dass (a,, — an+1)nen Nullfolge
ist. Anwendung der Grenzwertsétze liefert:

lim(ap, —ant1) = 0
1
<:>lim<an— ) = 0
1+a,
AL lima, — — = 0
lim1 + lima,
Def, vqn a 1
_ - 0
“ 1+a
“? 4. (14+a)—1 = 0
— a+ad® =

Also ist, da a? +a = 1 gilt a Losung von 22 + 2 = 1, da weiterhin a > 0
gilt, ist a positive Losung von 22 + ¢ = 1. Man muss nun noch zeigen,
dass 22 + 2 = 1 nur eine postive Lésung hat:
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2?4z = 1
— 24+z-1 = 0
p-q-Formel 1 1
= = ——+4/-+1
T1,2 5 4—|-
1 1
<— = ——*-=V5
1.2 2 £3V5
5—1 1
< 561:\[ To = — +\/g
2 2
Da x5 < 0 folgt:
. V5 —1
lima, =a=x, = 5

2.3.4 Fiir die geordnete Menge (M, <) und die Teilmenge A bestimme man
sup(A) und inf(A), falls diese existieren:

(a) A={4,8,10}, wobei M =N, a <b & alb.

(b) A={3,6,9,12,...}, (M, <) wie in (a).

(c) A={x|2?> <2}, wobei M =R, a<b & a<b.
)

(d) A={lz,y[|-1<2z< -1, <y<2} wobei M =P(R),a<b & aC
b.

(a) Behauptung: sup(A) = 40
Bew.:

— 40 ist obere Schranke von A, da gilt:

4<40 < 4|40
8 <40 < 8|40
10 < 40 < 1040

— Wenn b € N obere Schranke von A ist, gilt:

8<bA10<Db 8|bA10 b
kgV(8,10) | b
40 b

40 < b

Ul
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Also ist sup(A) = 40.

Behauptung: inf(A) = 2
Bew.:

— 2 ist untere Schranke von A, da gilt:

2<4 = 2|4
2<8 <= 2|8
2<10 <= 2|10

— Wenn b € N untere Schranke von A ist, gilt:

b<4Ab=<10 = b|4ADb]|10
= b|gegT(4,10)
= b|2
= b=<2

Also ist inf(A4) = 2.

(b) Behauptung: sup(A) existiert nicht
Bew.:

21

Wiirde sup(A) existieren, wire sup(A) obere Schranke fiir A. Dies kann
aber nicht sein, denn: Wére k obere Schranke fiir A, existierte nach dem
Archimedesaxiom n € N mit n > k, und es wire 3n >n >k und 3n € A,

also hat A keine obere Schranke und erst recht kein Supremum.

Behauptung: inf(A) = 3
Bew.:
— 3 ist untere Schranke von A, da fiir alle n € N gilt:
3|3n <= 3<3n

dies sind aber genau die Elemente von A.

— Wenn b € N beliebige untere Schranke von A ist, gilt

\v/bKa

a€A

also insbesondere b < 3, da 3 € A.

Also ist: inf(A) = 3.
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(c) Behauptung: sup(4) = /2

Bew.:

— /2 ist obere Schranke, da:

Seia € Abel. |, z.z.a <2
Es gilt:

ac€A = a’<2=a<V2=0a<V2 = a=<V2

— Sei b € R beliebige obere Schranke von A, also a € A : b < a, dann

ist z.z.: V2 < b
Wiire v/2 4 b also b < /2, géibe es € > 0 mit b+ ¢ € A, wihle z.B.
€= V2
2
dann gilt:

(b+¢e)? = <b+ f2—b> = (ﬁ;_b) <2

Lezteres gilt, da 0 < b < V2 nach Vorraussetzung, also HT‘E < V2.
Also b+ ¢ € A, daher ist b dann keine obere Schranke, Widerspruch.
Also gilt: v/2 < b.

Es gilt also sup(A4) = v/2.

Behauptung: inf(4) = —/2
Bew.:

—+/2 ist untere Schranke, da:

Seia € Abel. |, zz. —V/2<a
Es gilt:

a€A = a’<2=]a|<V2= V2<a —= —V2<ua

Sei b € R beliebige untere Schranke von A, also a < b fiir jedes a € A.
7.2 b < —v/2
Wiire b A —v/2 also b > —/2, gidbe es ¢ > 0 mit b — e € A, wihle

z.B.
b++2
£ = 5

b ey = <b_ \/§2+b> _ (b—;ﬁ) s

dann gilt:
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Lezteres gilt, da 0 > b > —+/2 nach Voraussetzung, also b_2‘/§ >

—v/2. Also b—¢ € A, daher ist b dann keine untere Schranke, Wider-

spruch.
Also gilt: b < —v/2

Es gilt also inf(A4) = —/2.

e Behauptung: sup(4) =] —-1,2]
Bew.:

— ] —1,2] ist obere Schranke fiir A, da gilt:

Sei a =] x,y[ € A beliebig, z.z.: a <] —1,2]

Es gilt: —1 < z und y < 2, damit folgt a C | -1,2[ <= a <]-1,2]
— Sei b € P(R) beliebige obere Schranke von A.

z.z.:]—1,2[<b

Es gilt:

J-1+e2[ed= Y/ |-1+¢&2[Ch
1>e>0 1>e>0
da b obere Schranke ist.
Es folgt, dass
U 1-1+e2[=]-1,2[cb
1>e>0
und damit ist
|-1,2[Cb < ]-1,2[<b

Also gilt: sup(4) =]-1,2].

Behauptung: inf(A) =]-1/2,1/2]
Bew.:

— ]1—1/2,1/2] ist untere Schranke fiir A, da gilt:
Sei a =],y [ € A beliebig, z.z.: | -1/2,1/2] < a
Es gilt: z < —% und % <y, damit folgt

-11 -11
|55 cae= ]33] <e
— Sei b € P(R) beliebige untere Schranke von A.

z.2.:b<]-1/2,1/2]

Es sei x € b C R beliebig, da b untere Schranke von A ist, gilt x € a
fiir alle a € A. Wire nun « < —1/2, so wire aber z ¢ ] —1/2,2[ € A,
also gilt > —1/2. Wire x > 1/2, so gibt es ¢ > 0 mit > 1/2 + ¢,
damit gilte aber z ¢ ] —1/2,—-1/2+ e[ € A. Alsoist x € | —=1/2,1/2],
da x € b beliebig war, folgt

-1 1 -1 1
bc}z,A <:>b<}2,2]
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Also gilt: inf(A) =]-1/2,1/2].

2.3.5 Sei (ap)nen eine Folge in K mit

Y lan = angal < ¢
neN

dabei ist 0 < ¢ < 1. Dann ist (a,)nen eine Cauchy-Folge.
Zunichst gilt ¢" — 0 und damit auch ¢"/(1 — ¢) — 0. Weiterhin gilt fiir
n,k e N:

k—1
E An+4it1 — An4iq
i=0

An+k — an| =
k—1
< Z |anti-1 — Gnil
1=0
k—1
S Z anri
1=0
k—1
n 7
= q - § q
=0

IA
Q:
™
’Qﬁ.

Sei nun € > 0 beliebig, wegen ¢ (1—q) ™ — 0 existiert ng € N mit ¢"(1—q)~* <
¢ fiir alle n > ng. Seien nun n,m > ng, o.E. gelte m > n, dann ist

q"
|am - an‘ = {an+(mfn) —ap| < ﬁ <e.

Also ist (ay,) Cauchy-Folge.

2.3.6 Sei M eine Menge. Man beweise, dass im geordneten Raum (P(M), C)
fir A€ P(M), A # 0 gilt:

sup A = UA, inf A = ﬂ.A.

Offensichtlich ist | J.A obere Schranke von A, sei also B eine obere Schranke
von A, zu zeigen ist | J A C B, sei also a € | J A, dann existiert A € A mit a € A,
da B obere Schranke von A ist, folgt A C B, also a € B. Also gilt sup A = | A.

Es ist () .A untere Schranke von A, sei nun B eine untere Schranke von A,
zu zeigen ist B C () A, sei also b € B und A € A, da B untere Schranke von A
ist, folgt B C A, also b € A und damit b € [).A. Also gilt inf A = A.
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zu 2.4

2.4.1 Fiir welche z € R konvergiert, fiir welche divergiert die Reihe Y 0 | " /n?
Beh.: Die Reihe konergiert fiir —1 < x < 1, ansonsten divergiert sie.

Bew.:

Sei im Folgenden (ay,)neny mit a, := %x" die Folge der Summanden. Man un-

terscheidet drei Félle, ndmlich |z| < 1,]z| > 1 und |z| = 1:

o |z] <1

Man erhélt in diesem Fall mit dem Wurzelkriterium, da fiir alle n € N :
n>1 < Yn>1git:

rn
n/‘an‘ _ nf|<
n
_ o=l
a n

fiir |z] < 1.

o [z|>1

Wir wissen, dass {/n — 1, d.h.

A= RVACGRIEE

e>0ngeN n>ng

Da aber |z| > 1 also |x| — 1 > 0 existiert insbesondere 7 mit:

Y [vn—1] <z -1.

n>n
Wegen
V Yn>1 < Yn-1>0
neN
ist

V[V 1] = v

neN
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und damit fiir n > 7n auch
Yn—1 < |z|-1

— Yn < |z

Damit folgt fiir n > n:

n n xn
an‘ = ;
L [RT
n
_
Vn
v < lel |z
> — =1.
|z

Also ist fiir |#| > 1 die Reihe divergent, da

Y Vian > 1= an| > 1

n>ng

also (an)nen keine Nullfolge ist.

o |z|=1
Im Fall z = 1ist Y07 jan, = Yoo | = wegen 1" = 1 f.a. n € N, also die
harmonische Reihe, damit divergent, fiir x = —1 die alternierende harmo-

nische Reihe, also konvergent.

Insgamsamt folgt:

™ konvergiert fir —1 <z <1

3=

00
n=1

2.4.2 Sei (ay) eine Folge positiver Zahlen, die monoton fillt und gegen Null
konvergiert.

(a) Zeigen Sie, dass Y .~ | a, genau dann existiert, wenn die Reihe > 7o | 2¥agx
existiert.

Tipp: Erinnern Sie sich daran, wie die Divergenz der harmonischen Reihe
gezeigt wurde.

(b) Man nutze Teil (a), um zu zeigen, dass die Reihe

fiir s > 1 konvergent ist!).

DWir verwenden hier die allgemeine Potenz im Vorgriff.
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(a) Wenn (a,) monotone Nullfolge ist, ist entweder a,, > 0 und (a,) mono-
ton fallend, oder a, < 0 und (a,) monoton steigend. Angenommen nun
zunéchst, (an)nen sel eine positive monoton fallende Nullfolge. Man hat
zu zeigen, dass

1.

o0 o0
Z an konvergiert & Z 2% aqn konvergiert
n=1 k=1

“

=
2
Sei also >, a,, konvergent. Da aber

\v/an20:>|an|:an
neN

ist auch Y7 | |a,| konvergent. Man betrachtet nun die Folge

2k_1

(b )ken = Z an

—9k—1
n=2 kEN

Die Folge ihrer Partialsummen ist offensichtlich eine Teilfolge der

2F—1
Partialsummenfolge von (ay,), also ist auch die Reihe Y22, > a,
n=2k-1
absolut konvergent.

Man wendet nun das Majorantenkriterium fiir die Reihenkonvergenz
an:
Es gilt:

\v/ |2k71a2k| < |bk|,

keN

da ay, by, > 0 f.a. k € N braucht man im Folgenden keine Betriige.

Bew:
Sei k € N bel.
2k_1
2k_1a2k = Z Aok
n=2k-1
Nun ist aber
n < ok

2k—1<n<2k—1

und somit aufgrund des monotonen Fallens von (a,):

Ap = Gok
2k—1<n<2k 1

Damit ergibt sich:
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(an) mon. fall.

< Zan

Damit ist nach dem Majorantenkriterium auch Y ;2 2" ase kon-
vergent und somit nach den Konvergenzsitzen fiir Reihen auch:

o0 o0
§ 2’€a2k:2.§ 2P Lok
k=1 k=1

Das war aber zu zeigen.

2. &
Man zeigt dies durch logische Umkehr, i.e. man zeigt, dass
oo o0
Z[l]nan divergiert = Z 2% aqn divergiert
n=1 k=1

Sei also >~ | a, divergent. Dann ist auch >~ , a, divergent. Be-
trachte nun die Folge

ok+1_1

(be)ken = | D an
n=2~ keN

Offensichtlich ist auch >";- | by, divergent, da alle a,, positiv sind. Es

gilt aber:
N/ b < 2ap = |l < 28]
kEN
Beweis:
Aufgrund der Monotonie von (a,) ist a, < aqx fiir n > 2F, damit
folgt:
ok+1_1
o= T
n=2Fk
k
(an) mon. fall. +171
= Z Aok
n=2k
= 2ka2k

Also ist, da Y_p=, by, divergiert, auch Y ;2 2¥aoe divergent (logische
Umkehrung des Majorantenkriteriums). Das war aber zu zeigen.
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Fiir den Fall, dass (a,) stets nicht negativ und monoton fallend ist, ist
man fertig.

Im Fall, dass (a,) stets nicht positiv und momton steigend ist, erhilt man
durch (i) und die Konvergenzsitze fiir Reihen, da dann (—a,,) stets nicht
negativ und wegen

\v/ an < Apn+1 <= —an > —An+41
neN

monoton fallende Nullfolge ist:

M2

o0
Z an konvergiert <=

n=1

(—ap) konvergiert

3
Il
—

(—2Fayn ) konvergiert

!
hE

~
Il
-

2% 4. konvergiert

[
M8

=~
Il
_

Also gilt der Satz fiir alle monotonen Nullfolgen.

(b) Man zeigt zunéchst, dass (an)nen = (#)nEN fiir s < 0 unbeschrénkt ist,
also keine Nullfolge ist und damit aber auch Z;ozo a, divergiert:
Es ist a, = n7° mit —s > 0. Man hat zu zeigen:

v 3 lan| =ap =n"°>M

M>0neN

Sei nun M > 0 geg. wihle nach dem Archimedesaxiom n > M = dann
ist:

ap =n"°% B (M%> =M
Also ist a,, fiir s < 0 unbeschrankt. Fiir s = 0 ist a,, = 1 fiir alle n, also
(arn) keine Nullfolge.
Also ist fiir s <0 Y77 | ana, divergent.
Sei nun s > 0. Zunéchst einmal ist

1 1
\V/n<n+1:>ns<(n+1)5:>—s>ﬁ
) oy

Also ist ay, fiir s > 0 fallend, aulerdem (a,,) Nullfolge:
Sei € > 0 beliebig, wihle nach dem Archimedesaxiom ng > £+ dann gilt

fiir n > ng:

1 1
<—<

> — N\ =
)

Also ist (ay,) fiir s > 0 monotone Nullfolge, man kann also (a) anwenden,
sel also s > 0. Man weif} aus (a), dass > -, # genau dann konvergiert,

onl = |
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wenn »_ po % konvergiert. Durch Umformung erhélt man:

;(Qk)s - ;2103
(e%S) 9 k
- 1)
k=1

Dies ist aber eine geometrische Reihe, die genau dann konvergiert, wenn
22—5 kleiner als 1 ist:

2
25
— 2 < 2°
— 2! < 9
— 1 < s

< 1

Die Reihe Y °° | L ist also konvergent fiir alle s € {x € R | 2 > 1}.

n=1 ns

2.4.3 Die Summe der alternierend harmonischen Reihe sei mit a bezeichnet
(d. h. a:= 372, (=1)k=1/k). Man zeige

(a) a>1/2

und beweise folgendes Konvergenzverhalten zweier spezieller Umordnungen:
11 1 1 1

b) 14+ - —-—= - o= a.

(b) t3-3 1%tst% ++ a

(c) 1 1—1+1+1—1+1+i—1++—++— —§a
3 2 5 7 4 9 11 6 2

weias 3 — 1
Hinweis: $a = a + 5a.
(a) Es sei (ap)nen die Folge der Summanden der alternierend harmonischen

Reihe, man betrachte die Folge (b,)nen mit

\v/ by, = agn_1+az,
neN
1 2n—2 1 2n—1
S
2n —1 2n
_ 2n—(2n—-1)
2n(2n — 1)
_ 1
4n? —2n’

Da aber die Partialsummenfolge von (b,) eine Teilfolge der Partialsum-
menfolge von (a,) ist und jede Teilfolge einer konvergenten Folge gegen
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den Grenzwert der Folge konvergiert, konvergiert auch > >~ | b, gegen a.
Da aber fiir n € N stets b, = m > 0 gilt, folgt:

Das war aber zu zeigen.

(b) Es sei (an)nen die Folge der Summanden der alternierend harmonischen
Reihe, (b, )nen die Folge der Summanden der zu untersuchenden Umord-

nung, also
% , falls 3n=4m—3
meN
= Lfalls o n=4m -2
b — meN
! —ﬁ , falls Eln:4m—1
meN
—% , falls 3 n=4m
meN

Betrachte nun die Folge (¢;,)nen mit:

0 , falls E'n:4m—3
meN
—%—%ﬂ , falls Eln:4m—2
o —a —b — meN
%—ﬁ—ﬁ , falls Eln:4m—1
meN
0, falls o n=dm
meN

Wie sich durch vollstéindige Induktion ergibt, gilt fiir die Folge (s, )nen
mit s, 1= > p_; Ck:

1 1 _ _
Sp = E cp = meN
k=1 0 sonst

Beweis durch vollstdndige Induktion:

— Induktionsanfang:
Fir n =1 gilt:

1
S, = E c,=c1 =0
k=1

— Induktionsvoraussetzung;:
Fiir ein n € N gelte:



—lo b falls o n=4m -2

Sp = meN
0 , sonst
— Induktionsschluss:
7.7.:
1 1 _
w7 e falls 4 ntl=dm 2
Snt+1 = <~ n=4m—3

0 , sonst

Man unterscheidet drei Falle:

1. Esgibt meN:n=4m -2 < n+1=4m—1.
2.2.: Spg1 =0
Es gilt:

n+1

Sp+4+1 = § Ck
k=1

n
= § Ck + Cnt1
k=1

- Sn + Cn+1

Def._cn_H 1 1+ 1 i 1
B n+l n n+l (+1)-1

= 0.

2. Esgibt meN:n=4m -3 <= n+1=4m —2
. _ 1 1
Z.Z.. Sp+1 = ThnHl T nte

Es gilt:

n+1
Sn+1 - § Ck
k=1

n

= Z cr + Cn+41

k=1
== Sp + Cn+1
Ind.Vor
Def._c,Hrl 0— 1 _ 1
N n+1l (n+1)+1
B 1 1
N n+1l n+2

3. Anderenfalls, d.h. es ist n = 4m oder n = 4m — 1 fiir ein m € N.
2.2.: Spg1 =0
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Es gilt:

n+1

Sn+1 - § Ck

k=1

n
- § cr + Cn+41
k=1

= Sn + Cn+1
0+0
= 0

Es gilt also fiir alle n € N:

-1 _L 3n=4m—2

n n n+1
Sn :ch = meN
k=1 0 sonst
Da nun aber fiir alle n € N:
|sn\§l+ 1 _ 2n+1 S?n—i—nj%
n n+l nn+1) n-n n

und (2) Nullfolge ist, ist nach dem Vergleichskriterium auch s,, Nullfolge,

n

damit gilt nach Definition:

oo n

E ¢, = lim E ¢ = lim s, =0
n—oo n—oo

n=1 k=1

Da nun aber

\v/bn:an—cn

neN

und > a, =aund Y 2 ¢, = 0 existieren, existiert nach den Konver-
genzséitzen fiir Reihen auch Y7 | b, und es gilt:

ibn:i(an—cn):ian—icn:a—OZa.
n=1 n=1 n=1 n=1

Das war aber zu zeigen.

(¢) Man betrachte anstatt der Reihe

INUE G PR I
3 257 479711 6

die Reihe

RS SR R I U R
3 25 749 11 6
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die offensichtlich denselben Grenzwert hat, falls er existiert. Diese entsteht
durch Aufsummierung, i.e. als Partialsummenfolge, der Folge (b, )nen mit

S|=

SI=

Jfalls o n=4m -3
meN

3 n=4m—2

meN

EI n=4m —1

meN

EI n=4m

meN

, falls

, falls

, falls

Sei nun (ay, )nen die Folge der Summanden der alternierend harmonischen

Reihe und (¢p,)nen die durch

0

S

o

definerte Folge. Weiterhin sei

dy =

Offensichtlich ist

 falls - n=4m -3
meN

3 n=4m — 2

meN

3 n=4m —1

meN

3 n=4m

meN

, falls
, falls

, falls

(dn)nen definiert durch:

, falls 3 n=2m-—1
meN

, falls 3 n=2m
meN

oocn:Oodn:Oolanzlooanzla

da die Glieder von (d,) genau die Hilfte der der Glieder der alternierend
harmonischen Folge (a,,) sind und sich (¢,,) von (d,,) nur durch die zusétz-
lichen Nullen unterscheidet, die am Wert der Reihensumme nichts &ndern.
Es ist aber b,, = a,, +¢, fiir jedes n € N, wie sich durch Fallunterscheidung

leicht ergibt:

— Fall 1: Es gibt me N :n=4m —3

Hier gilt:
an+epn=2+0=

1
n

—b,

— Fall 2: Es gibt me N :n=4m —2

Hier gilt:

ap +Cp = —= +

1
n

=0=b,
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— Fall 3: Esgibt me N :n=4m—1
Hier gilt:

an+cp==+0=

1
— Fall 4: Es gibt m e N : n =4m
Hier gilt:

ayp +Cp = —

1
n

Also gilt b, = a,, + ¢,, damit aber nach den Konvergenzsitzen fiir Reihen
auch:

ibn:i(an+cn):ian+icn:a+%a:ga

n=1 n=1 n=1 n=1

Also gilt auch fiir die gesuchte Summe der Reihe:

1+1 1+1+1 1+1+1 1++ + + >
- — — — - — — — - — = — — = —q
3 2 5 7 4 9 11 6 2

2.4.4 Hier soll gezeigt werden, dass es unendlich viele Primzahlen gibt. Dazu
wird die Annahme, die Menge der Primzahlen sei {p1,p2,...,p.} (wobei p; <
p2 < --- < p,) fiir ein 7 € N wie folgt zum Widerspruch gefiihrt:

(a) Man zeigt, dass

o0
Z : Z :

- = T T
n=1 0<ki ko, .kn<oo P1 br

Hierbei darf ausgenutzt werden, dass jede natiirliche Zahl eine eindeutige
Primfaktorzerlegung hat.

(b) Dann wird bewiesen, dass

1 e 1
g = I

Tor kr :
0<ki,ka, - ky<oo P1 Dr im1 k=0 Pi

(¢) Nun ist noch ein Widerspruch aus (a) und (b) abzuleiten.

. “ i oo o0 o0 «
Bem.: 7’20§k1,k2w.,kr<oo steht fiir ”Zklzo Zkzzo e Zkrz(] .

(a) Jede natiirliche Zahl hat eine eindeutige Primfaktorzerlegung, anderer-

seits bestimmt jedes Produkt [],_, pf von endlich (r) vielen natiirlichen
Zahlen eindeutig eine natiirliche Zahl. Die Abbildung Zahl < Primfaktor-
zerlegung ist also bijektiv.
Also werden auf beiden Seiten der Gleichung die gleichen Zahlen aufsum-
miert, nur in anderer Reihenfolge, da aber alle a,, positv sind und die
rechte Reihe, wie unter (b) gezeigt, absolut kovergent ist, ist die Reihen-
folge des Aufsummierens egal, und es gilt:

=1 1
o= >
n=1

k1
0<k1 ko, kr<oo P1 Pr
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(b) Man zeigt dies durch vollsténdige Induktion nach r:

— Induktionsanfang: Fiir r = 1 gilt:

1 1
H Z ok Z ki ke
im1k=0Pi  0<ky ko ke <oo P1 br
— Induktionsschluss:
7.7.:
r+1 oo 1
H Z pk = Z 1 krt1
i=1k=01%  0<ky,ka,....krp1<00 P1 """ Pry1
Dann gilt fiir 7+1, da die Reihensumme Y ;- 07 ex1stlert da pry1

Primzahl ist und somit p,1 > 2, also ‘ﬁ’ < 1 folgt.

ﬁ 3 1 )
j:ik = Z kg1 HZ nk
i1 k=0 Pi krp1=0 Pr+1  i=1k= o Pi

oo

Ind.Vor. 2 : 1 i 2 : 1
- kri1 r ki

krp1=0 Pra1  0<ki ka,....kp<oco Hi:l P;

[e%S)
Konvergenzsatz Z Z 1 1
- rl r kq
Hi=1 D;

k
0<k1,ka, " ,kr<o0 kry1=1 pT-‘rl

[eS)
Konverienzsatz Z Z ( 1 1 >
— kr+1 ’ (s k;
0<ky ko, kp <00 kyp1=1 \Pr1 [z pi
1

1,.. kr+1
0<k1 k2, ... kpp1<oo P17 77" Prad

(c) Offenbar gilt:

o0
1
YV > -reR
1<i<r k=0 Pi
da die Reihe als geometrische Reihe wegen 0 < i < 1 existiert. Dies gilt
da p; > 1fa.1<i<r, dap; Primzahl ist. Somlt ist auch []_, > ope 0 pF

als Produkt von endlich vielen reellen Zahlen eine reelle Zahl, also 1st

wegen
.

PRI DS

1
%
0<kn,kz,..kor <oop1 i=1 k=0 Pi
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auch g, o . 5 eine reelle Zahl und damit anch Y227, L.

r

Dies ist ein Widerspruch, da die harmonische Reihe divergiert.
Also gibt es unendlich viele Primzahlen.

zu 2.5

2.5.1 Man zeige, dass die Abbildung ¢ : £>° — ¢y, (a,) — (a,/n) eine injektive
lineare Abbildung ist. Ist sie surjektiv?

Man muss drei Dinge zeigen: ¢ ist eine Abbildung von ¢ nach cg, ¢ ist
linear und ¢ ist injektiv:

1. Sei also (an)nen € £°° beliebig, zu zeigen ist, dass

(bndnert = @l(@nhner)) = (~an),cy € o

also dass (b, )nen eine Nullfolge ist.

Sei & > 0 beliebig, nach Voraussetzung ist (a,)nen beschrinkt, gelte etwa
Yn €N : |a,| < M mit M > 0, wihle nun nach dem Archimedesaxiom
ng € N mit ng > %, dann ist fiir n > ng:

1

1 €
bn] na n|a| M c

Also ist (by)nen eine Nullfolge, damit ist ¢ Abbildung von ¢*° nach cg.

2.  ist linear
Beweis:
Seien a = (an)nen,b = (bp)neny € €°, p,v €K
2.2 p(p-a+v-b)=p-pla) +v-ob).
Es gilt:

(- (@n)nen +v - (bp)nen) = ©((1t an)nen + (V- bn)nen)
((/’L *Qp +v- bn)nEN)

¥
( '(M'an+y'bn)>
(1500 3)
= |p-—ap,+v-=by
n n neN
1 1
i) b B
n neN "/ neN
1 1
i) )
n neN n neN

= p-o((an)nen) + v - o((bn)nen)-

neN
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Also ist ¢ : £°° — ¢q eine lineare Abbildung.

. p ist injektiv

Bew.:
Seien (an)nen , (bn)nen € £€2° mit ©((an)nen) = @((bn)nen)
7.7 (an)ngN = (bn)nGN

Nach Voraussetzung und der Definition von ¢ gilt:

1 1
vneN: —a, =—-b, = a, =b,
n n

Also ist (ap)nen = (bn)nen und ¢ ist eine injektive lineare Abbildung von
£°° nach cg.

. Ist ¢ surjektiv?

Beh.:p ist nicht surjektiv
Bew.

Man betrachte die Folge (ﬁ) N (bn)nen € co. Wire @ surjektiv,
ne

giibe es eine beschrinkte Folge (ay,)neny mit

= a, =Vn

1 1
YneN:—a,=—

n " \/n
es wire also (an)nen = (vV/7)nen notwendig beschrinkt. Das ist ein Wi-
derspruch, also ist ¢ nicht surjektiv.

Insgesamt erhélt man: ¢ ist eine injektive lineare Abbildung von £°° nach ¢,
die nicht surjektiv ist.

2.5.3 Man zeige:

Die Menge der Cauchy-Folgen in Q bildet unter der gliedweisen Addition
einen Q-Vektorraum.

Der Teilraum der konvergenten Folgen ist ein echter Unterraum.

Es bezeichne CFg die Menge der Cauchy-Folgen in Q, um zu zeigen,
dass CFg ein Q—Vektorraum ist, seien also a = (a,), b = (b,) € CFg und
A € Q beliebig, man hat a + Ab € CFg zu zeigen:

Es sei also € > 0, wegen a, b € CFq existiert n; € N, so dass fiir n,m > n;

9
|an_am| S 5

und ny € N, so dass fiir n, m > ny stets

€
bn —bm| < 7T
| | 2()A1 + 1)
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Sei ng := max{ni,ny}; fiir n,m > ny gilt dann

|an + Noy — am — Ao < |an — am| + |Al|brn — i
e € [\l

= 272 Al+1

< €.

A

Also gilt a+ b € CFg und wegen CFqg # () (es sind alle Nullfolgen sicher
Cauchy-Folgen) ist CFg ein Unterraum des Q—Vektorraums aller Folgen

in Q.

e Der Teilraum aller konvergenten Folgen ist ein Unterraum, da er alle Null-
folgen enthélt (und somit nicht leer ist) und wegen der Grenzwertsétze
gegen Addition und Q-Multiplikation abgeschlossen ist.

Er ist ein echter Unterraum, da @Q nicht vollstdndig ist und somit nicht
alle Cauchy-Folgen konvergent sind.



