Analysis I — Ein Lernbuch fiir den sanften Wechsel von der Schule zur Uni 1

Lésungen der Ubungsaufgaben
von Kapitel 1

zu 1.2

1.2.1 Fiir Teilmengen A, B, C einer Menge M beweise man:

1. AnB)UuC=(AUC)Nn(BUC)
Zwei Mengen M, N heiflen gleich, wenn gilt : M C NAN C M

(a) Man zeigt zunéchst (AN B)UC C (AUC)N (BUC), d.h.
re(ANB)UC =z (AUC)N(BUC)
Sei z € (AN B)UC, dann gilt :

ze(ANB)UC

Definition von

= zreANBvzeC

Man unterscheidet nun zwei Falle :

i.z€ ANB
Es gilt :
r€ANB
Definition von
= r€EANxXEDB

Mit =z € A gilt wegen der Definition von U auch x € AU C,
genauso folgt x € BUC aus x € B, damit gilt:

reAANxzEB
— xceAUCAzeBUC

Definition von

L re(AUC)N(BUCQC)

Dies war zu zeigen.

ii. xeC
Aus z € C folgt aufgrund der Definition von U sowohl z € AUC,
als auch x € BU C, daher gilt :

rzeC
— x€AUCAz € BUC

Definition von

LN re(AuC)N(BUC)

Dies war zu zeigen.

In beiden Fillen folgt z € (AU C) N (B UC), daher gilt :
(ANB)UC C (AUC)N(BUC)



(b) Als néchstes zeigt man (AUC)N(BUC) C (AnB)uUC, d.h.
ze(AUC)N(BUC)=2x2€ (ANB)UC
Seiz e (AUC)N(BUCQC):
ze(AuC)N(BUC)

Definition von

SLN re AUCAz€BUC
Definition von
= (reAVzeCO)AN(xeBVzel) (x)

Man unterscheidet nun zwei Falle :

. zelC

Definition von
= re(ANB)UC
Dies war zu zeigen.
ii. x¢gC
(%), Definition

n,u
VR r€ ANz EB

Definition von

SN re ANB

Definition von
= re(ANB)UC
Dies war zu zeigen.
In beiden Fillen folgt « € (AN B) UC, also gilt :
(AuC)n(BUC)cCc (AnB)ucC
Es gilt also (AN B)UC =(AUuC)Nn(BUC).

2. (AuB)NC=(AnC)u(BnNC)
Zwei Mengen M, N heiflen gleich, wenn gilt : M C NAN C M

(a) Man zeigt zunéchst (AUB)NC C (ANC)U(BNC), d.h.
re(ANB)UC =z (AUC)N(BUC)

Sei z € (AU B)N C, dann gilt :

re(AuB)NC
Definition von
L re AUBAz el
Definition von
= (re AvzeB)Az el

x € C gilt also auf jeden Fall, zusétzlich gilt noch € A oder z € B.
Wenn z € A gilt, gilt mit z € C aber auch x € AN C, analog gilt :

xeB zeg x € BN C. Daher folgt :

(reAVvzeB)Az el
— x€ANCvVvzeBNC

Definition von

= re(ANC)U(BNO)
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Dies war zu zeigen. Es gilt : (AUB)NC C (ANC)U(BNC)

(b) Als nichstes zeigt man (ANC)U(BNC) C (AUB)NC, d.h.
re(ANC)U(BNC)=z€(AUuB)NC

Seize (ANC)U(BNC):

ze(ANC)U(BNC)

Definition von

=S zreANCVzeBNC

Man unterscheidet zwei Falle :

i.ze ANC:
Es gilt :
reANC
Definition von
SIEN reANx el
Definition von
U

re AUBAxe(C

Definition von

L re(AUB)NC

Dies war zu zeigen.

ii. ze BNC:
Es gilt :

reBNC

Definition von

SN reBAzxel

Definition von

re AUBAxze(C

le

Definition von

LN re(AUB)NC

Dies war zu zeigen.

In beiden Fillen gilt : z € (AU B) N C, damit folgt :
(AnC)u(BnC)c (AuB)nC

Es gilt also (AUB)NC =(ANC)U(BNC).
A¢ sei das Komplement von A bzgl. M, also A°:={z e M |z ¢ A}.
1. (AUB)¢ = A°N B°

Zwei Mengen M, N heiflen gleich, wenn gilt : M C NAN C M

(a) Man zeigt zunéchst (AU B)° C A°N B¢, d.h.
re(AUB)=xe A°NB°

3



Sei z € (AU B)®, dann gilt :

Definition von

ﬂn

Definition von

e

Definition von

ﬂn

Definition von

b

Dies war zu zeigen, also gilt :
(AUB)“ C A°N B¢

(b) Als zweites zeigt man A°N B
xr€A°NB°=zx € (AUB)°

Sei z € A°N B¢, dann gilt :

Definition von
L
Definition von
=
Definition von
=
Definition von

=

Dies war zu zeigen, also gilt :
AN B C (AUB)©

Es gilt : (AU B)® = A°n BC.

2. (AnB)=A°UDB®

Zwei Mengen M, N heiflen gleich, wenn gilt : M C NAN C M

x € (AU B)*°
rZ¢ AUB
rZ¢ ANx ¢ B
r e ANz € B¢

r € A°N B¢

C (AUB)°, d.h.

xr e A°N B
x € A°Nz € B¢
r¢gANx ¢ B

r¢AUB

z € (AUB)°

(a) Man zeigt zuniichst (AN B)¢ C A°U B¢, d.h.
r€(ANB)*=x € A°UB°

Sei x € (AN B)°, dann gilt :

Definition von

uo

Definition von

2

Definition von

Mn

Definition von

e

x € (AN B)°
r¢ZANB
r¢gAVa ¢ B
r e AV e B°

xr € A°U B¢
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Dies war zu zeigen, also gilt :
(AN B)° C A°U B°

(b) Als zweites zeigt man A°U B¢ C (AN B)¢, d.h.
r€A°UB®=x € (AN B)°

Sei x € A°U B¢, dann gilt :

r € A°U B°

Definition von

= € A°V € B
Deﬁnitipn von

— r€ AVaxégB
Definition von

L, r¢ ANB
Definition von

e x € (AN B)°

Dies war zu zeigen, also gilt :
A°UB°C (AN B)°

Es gilt : (AN B)° = A°U B°.

5

1.2.2 Welche der folgenden Definitionen ist eine zuléssige Abbildungsdefinition:

5 .
1. n+— n°, auf N, gp:

Dies ist eine Abbildung, da jedem Element n aus N,.;, eindeutig das

Element n® zugeordnet wird.

2. n/m — n/m?, auf Quaiv:

Dies ist keine zuldssige Abbildungsdefinition, da nicht jedem Element

n/m € Qpaiv eindeutig ein Element zugeordnet wird.
Es geniigt ein Gegenbeispiel:

Es gilt 1/2 — 1/4 und gleichzeitig 1/2 = 2/4 — 2/16 = 1/8. Da aber

1/4 # 1/8 ist, liegt keine eindeutige Zuordnungsvorschrift vor.

3. (1, .., Tm) — Ty, auf K™:
Dies ist eine zuldssige Abbildungsvorschrift.

Sind & = (£1,...,Zm), ¥ = (W1,...,Ym) € K™ zwei gleiche Elemente,
dann gilt x; = y; fiir ¢ = 1,...,m. Insebsondere gilt dann, dass x,, =
Ym, Was aber genau bedeutet, dass die Bilder von & und ¢ miteinander

ibereinstimmen.



zu 1.3

1.3.1 Diskutieren Sie die innere Verkniipfung

T
o: (xy) >+
y xr

auf R \ {0}: Uberpriifen Sie auf

1.
2.
3.
4.
5

Wohldefiniertheit,
Assoziativitat,
Kommutativitét,

Existenz eines neutralen Elements

. und Existenz von inversen Elementen.

o ist wohldefiniert:
Wegen den Verkniipfungen auf R gilt mit z,y € R\ {0}:

oy _x2+y2

y x Ty
A2ufg2rund der Abgeschlossenheit der bekannten Verkniipfungen auf R liegt
e
Es bleibt zu zeigen, dass zzTeryQ # 0 ist: Aufgrund von Satz 1.3.6 ist mit
x,y # 0 auch 2y # 0 und somit auch (zy)~! # 0; auBlerdem ist dann auch
22, y% # 0 und wegen Satz 1.4.3 22 + 32 # 0. Nochmalige Anwendung von
Satz 1.3.6 liefert uns szZyZ # 0.

Folglich ist diese Verknﬁpfung wohldefiniert.

wieder in R.

. o ist nicht assoziativ:

Es geniigt ein Gegenbeispiel:
Wéhle x =1, y =1, z = 2, dann gilt

x

Yy T
x

Z4

y
= Ty

otgon = 2o(ts
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Da 2 # 29/10, ist die Verkniipfung nicht assoziativ.

3. o ist kommutativ:

7

Seien z,y € R\ {0}. Dann gilt wegen der Kommutativitit von ,+‘ in R

x x
xoy:7+g:g+—:yox.
y x r Yy

Dies zeigt die Kommutativitét.

4. Es existiert kein neutrales Element:

Es reicht zu zeigen, dass zu 1 € R\ {0} kein neurtrales Element existiert.
Angenommen e ist neutrales Element, dann miisste 1oe = 1 gelten. Diese

Gleichung fithrt zu der Gleichung

1 e

42 =1
e+1
o142 =
sel—et+1 = 0,

welche in R nicht lésbar ist. (Begriindung: Bei der Anwendung der p-g-
Formel erhélt man eine negative Zahl unter der Wurzel bzw. die Funktion

2+ 2% — x + 1 hat auf R keine Nullstelle.)

5. Da kein neutrales Element existiert, konnen nach Definition auch keine

inversen Elemente existieren.

1.3.2 Sei (K,®,®) der Restklassenring modulo p, also K = {0,1,2,...,p—1}

und @ und ©® gegeben durch :

| Rest der bei Teilen von z +y
z O y(baw.z O y) = { (bzw. x -y) durch p bleibt.

Mit der Modulofunktion (z mody := Rest von = durch y) gilt :

r®y=(r+y)modp
x@y=(r-y)modp

Ohne Beweis darf benutzt werden :

geT (z,y) =d= Fa,b € Znain:a-x+b-y=d
Va € Znaiv : (x + a-p)modp = zmodp
Vr € ZnaivIl € Zngiv : xmodp =z +1-p

Aus (2) und (3) folgt :

Vo, y € Znpaiv : (xmodp + y) modp = (x + y) mod p
Y&,y € Znaiv : (xmodp - y)modp = (x - y) mod p



Beweis: Sei z,y € Zpaiv:

—~
w
=

(zmod p + y) mod p = (x+1-p+y)modp
@ (x +y) modp
(zmodp - y) mod p © [(z+1-p)-y|modp

Distr. in Znaiv

(x-y+1-p-y)modp
@ (- y)modp

@ und ® sind innere Verkniipfungen in K, da amodp fiir alle a € Zy4;, in
K liegt und somit auch (z + y) mod p und (z - y) mod p.

Um zu iiberpriifen, ob (K, ®,®) ein Kérper ist, mufl man feststellen, ob alle
Korperaxiome (A1, A2, A3, M1, M2, M3, D) fiir (K,®,®) gelten :

1. Al : @ ist assoziativ und kommutativ

e Kommutativitit: t dy =y dx
Seien z,y € K beliebig :
Esgilt : @y = (x4 y) mod p
Wegen der Kommutativitdt von ,4’ in Ny g0 gilt ©+y =y +

Definition von

also : (x +y)modp = (y + x) mod p - ydx.

Es gilt also: x @y =y @ x, d.h. : & ist kommutativ.

o Assoziativitit : (z @ y) D z=2® (y & 2)
Es gilt (z,y,2z € K) :

Definition von

x+ (y+ z)]mod p
)

(z@y)®2 = [(z +y) modp + 2] mod p
@ (2 +y) + 2] mod p
Ass. von +
= [
[

x + (y + z) mod p] mod p

Definition von

£ TS (y o 2)

@ ist assoziativ.

A1 ist erfiillt.

2. A2 : Es gibt ein neutrales Element ,0‘bzgl. &.

0 ist das neutrale Element bzgl. &, was aus der Neutralitat von 0 bzgl. .+’
in Znaiv folgt (z € K):
x@0=(x+0)modp=zmodp ==z
0@z=(0+z)modp=zmodp==2x
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A2 ist erfiillt.

3. A3 : Es gibt zu jedem z € K ein Inverses bzgl. &.

Das inverse Element zu z € K ist (p — z) modp € K da gilt :

@ (p—x)modp [ + (p — ) mod p] mod p

—
~
=

(x+p—2x)modp
Def. von mod 0

pmod p

A3 ist erfiillt.

4. M1 : ® ist assoziativ und kommutativ

o Kommutativitéit
Esgilt : 20y = (z-y) mod p
Wegen der Kommutativitat in N, 44, gilt -y =y - x, also:
(z-y) mod p=(y-z) mod p=y O x.
Esgilt also: x ©y =y ® z, d.h. : ® ist kommutativ.
o Assoziativitit : (2 Qy) O z=20 (y O 2)
Es gilt (z,y,2z € K) :

Definition von

(z0y) oz =

Definition von

© ist assoziativ.

M1 ist erfiillt.

5. M2 : Es gibt ein neutrales Element ,1‘bzgl. ®.

9

1 ist das neutrale Element bzgl. ®, was aus der Neutralitéit von 1 bzgl. -’

in Znaivp folgt (z € K) :

z@®1l=(x-1)modp=zmodp==x
10z=(1-z)modp=xmodp ==z

M2 ist erfiillt.
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6. M3 : Es gibt zu jedem z € K \ {0} ein Inverses bzgl. ©.

Man unterscheidet hier zwei Fille :

e p ist eine Primzahl
Wenn p eine Primzahl ist, dann gilt :

VzeK \ {0} : g¢T(z,p) =1 sonst wire p keine Primzahl

Wegen (1) gibt es dann a,b mit :

a-x+b-p=1=(a-x+b-p)modp =1 2

(a-xz)modp =1
Dann ist amodp € K das Inverse bzgl. ® zu z € K, da gilt (1) :

Definition von
amodp ® x 9 (amodp - x) mod p
© (a-z)modp=1

Es gibt also, wenn p prim ist, zu jedem z € P ein Inverses bzgl. ©.

e p ist keine Primzahl
Wenn p keine Primzahl ist, gibt es a,b € P\ {0} mit a-b = p. Fiir a
und b gilt dann wegen der Definition von ®, da p bei Division durch
p den Rest 0 148t : ¢ © b = 0. a hat dann kein Inverses bzgl. ®, da :
Angenommen, es gibe a=! € P\ {0} mit a ® a~! = 1, dann wiirde

gelten:
a®b =
—=a'0@ob) = a'oo
Ass. von @,
Def.gno (a—l @a)@b = 0
Voralgs;zung 16 b —
Def.:vgn 1 b =

Dies widerspricht aber der Vorraussetzung, dass b € P\ {0}, also gibt
es kein a™! € K mit a=! ® @ = 1, a hat also kein Inverses bzgl. ®,
d.h. wenn p keine Primzahl ist, haben nicht alle z € P ein Inverses
bzgl. ©.

M3 ist nur erfiillt, wenn p eine Primzahl ist.

7. D : Es gilt das Distributivgesetz : (x®y) Oz = (20 2)® (y © 2)

Es gilt (z,y,2z € K) :

Def. von ®, O

(x®y) Oz [(z +y) modp -z mod p

—
=

= [(z +y) - zJmod p



Dist. in Npgiv

[(z+y) - (z+2)]modp
© [(z +y)modp - (x4 y) mod p] mod p

PEEY @eewesr)

D ist erfiillt.

Die Korperaxiome A1, A2, A3, M1, M2 und D sind also stets erfiillt, M3 dagegen
nur, wenn p eine Primzahl ist. Des Weiteren gilt 0 #£ 1. Daher ist (K, ®, ®) nur
dann ein Korper, wenn p eine Primzahl ist.

1.3.3

1. Diskutiere die innere Verkniipfung
(z,y) »xoy:=x+3y

auf R i.e. untersuche sie auf Assoziativitit, Kommutativitit, Existenz ei-
nes neutralen Elementes, Existenz von Inversen.

o Assoziativitét:
o ist nicht assoziativ, da fiir 0,1 € R gilt:

(000)o1 Def- (0+3-0)01
= 0ol
Def. 0431
= 3

0o (001) Def- 00(0+3-1)
= 0o3
Det 0+3-3
= 9

also (0o0)o1#00(001),da 3 #£9, damit ist o nicht assoziativ.

o Kommutativitét:
o ist nicht kommutativ, da fiir 0,1 € R gilt:

0ol Def. 0+3-1
= 3

100 Def. 1+3-0
- 1

also 0ol # 100, da 1 # 3, damit ist o nicht kommutativ.
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e Existenz eines neutralen Elementes:
Es gibt in R kein neutrales Element bzgl. o, da:
Angenommen es gibe n € R mit

VreR:nor=ron=n
Dann gelte insbesondere auch
nol=0<=n+3-0=0<=n=0

und
nol=1<=n+3-1=1<=n=-2

da aber —2 # 0 ex. in R kein neutrales Element bzgl. o.
Allerdings ist 0 wegen Vrr € R:r00 =1+ 3 -0 = r linksneutral.

e Existenz von Inversen:
Da in R bzgl. o kein neutrales Element existiert, macht die Betrach-
tung von Inversen keinen Sinn.

2. Man definiere fiir z,y € R

rdy =

S8

+v,
Y

ey =
Ist dann (R, ®, ®) ein Koérper?

Um zu iiberpriifen, ob (R, ®,®) ein Korper ist, muss man iiberpriifen, ob
die Koérperaxiome von (R, @, ®) erfiillt werden.

(a) Al : Assoziativitit, Kommutativitdt von @

o Assoziativitét:
22V, y, 2 ER: (zDy) 2=z (y D 2)

Seien z,y, z € R beliebig, dann gilt:

ey e PUETT (g +e
Ass&;on + T+ (y + Z)
Def. Lon [<>) z® (y ® Z)

Also ist @ assoziativ.



Analysis I — Ein Lernbuch fiir den sanften Wechsel von der Schule zur Uni 13

e Kommutativitéit:
zz:.Ve,y€eR:2Qy=yPx

Seien z,y € R beliebig, dann gilt:

Def. von @
rTDy = Tr+y
Komm. von +
= y+z
Def. von @

Also ist @ kommutativ.
A1l ist erfiillt.

(b) A2 : Existenz eines neutralen Elementes bzgl. &
Beh.: 0 ist neutral bzgl. ® z.z:Vr e R:r@0=0dr =1

Seir € R beliebig, dann gilt 7®0 = r+0 = r, da 0 neutral bzgl. ,+’ ist.
Es gilt aber wegen der Kommutativitéit von & auch 0®r =r@0 =r.
Also hat @ ein neutrales Element, ndmlich 0.

(¢) A3 : Existenz von inversen Elementen bzgl. ®
Beh.: —r € R ist zu r € R invers bzgl. &
zz.VreR:r@&(—r)=(-r)®r=0

Sei r € R beliebig, dann gilt » @ (—r) = r + (—r) = 0, da —r invers
zu r bzgl. + ist. Es gilt aber wegen der Kommutativitdt von @ auch

(-ry@r=r@(-r)=0.
Also hat jedes r € R ein Inverses bzgl. @, ndmlich —r.

(d) M1 : Assoziativitit, Kommutativitit von ®

e Assoziativitit:
72.2.V2,y,2 ER: (zOy) ©O2z=20 (y© 2)

Seien z,y, z € R beliebig, dann gilt:

@oy oz "rEme o
Def. von ® xTy *Z
B 2
Ass._von - (aj ) y) i
4
Ass. von - € - (yZ)

4
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Ass.:von . €z - 2
2
Def. yon ® 0O u
2
Def. Lon ® z0O (y ® Z)
Also ist ® assoziativ.
o Kommutativitét:
zz:. Ve, y€ER:20y=y0Ox
Seien z,y € R beliebig, dann gilt:
Z‘@y Def.;on@ -y
2
Komné von - y-x
2
Def. ;on ® y o

Also ist ® kommutativ.
M1 ist erfiillt.

M2 : Existenz eines neutralen Elementes bzgl. ®
Beh.: 2 ist neutral bzgl. ® zz:Vr e R:r©2=20r=r

Sei r € R beliebig, dann gilt r ©® 2 = TTQ =7r-1=r,da 1 neu-
tral bzgl. ,-” ist. Es gilt aber wegen der Kommutativitdt von ® auch
20r=ro2=r.

Also hat ® ein neutrales Element, ndmlich 2.

M3 : Existenz von inversen Elementen bzgl. ®
Beh.: 2 € Rist zu r € R\ {0} invers bzgl. ®
zz:Vr e R\{0}:rodt==20r=2

Sei r € R beliebig, dann gilt

4 r-2
Ll 7”:2.
TGT 2

Es gilt aber wegen der Kommutativitdat von ® auch

4 4
—-Or=r@®-=2.
T T

Also hat jedes r € R ein Inverses bzgl. ®, ndmlich %.
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(g) D: Distributivgesetz
zz2.Y2,y,z€ER: (2@y) Oz=(202)d(y© 2)

Seien x,y, z € R beliebig, dann gilt:

Def. von ® (l‘ @ y) *Z

(DY) Oz 5
Def. von & (z+y)- =
2
Distr. von +, % n L;
Def. yon © (:Z? o Z) + (y o Z)
Pebyon® 02 @ (yo:2)

Also gilt das Distributivgesetz.

Da wegen 2 # 0 das additiv und das multiplikativ Inverse in (R, ®,®)
nicht iibereinstimmen und alle Kérperaxiome erfiillt sind, ist (R, ®, ®) ein
Korper.

1.3.4 Es sei (K,+,-) ein Korper, y € K und f : K — K mit ¢ — x —
y =z + (—y) eine Abbildung. Untersuche f auf Invjektivitiat, Surjektivitit und
Bijektivitit.

1. Injektivitdt : f(a) = f(b) =a=0b

‘O‘sei das neutrale Element bzgl. .+, a,b € K

fla) = f(b)
P ak(cy) = bt ()
— (a+(—y)+y = b+ (-y)+y
AR () ty) = b ((—y)+y)
Def.v:o;—y a+0 = b+0

0 ist%ltral a = b
f ist also injektiv.

2. Surjektivitét: Z.z.: Zu jedem a € K existiert b € K mt f(b) = a.

Sei a € K beliebig, dann setze b := a + y. Es gilt :

FO) DI flaty)
P @ty + ()
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T Aty (—y))
Def. von —y a+0
0 ist neutral

= a

f ist also surjektiv.

3. Bijektivitdt : f ist bijektiv, da f injektiv und surjektiv ist.



Analysis I — Ein Lernbuch fiir den sanften Wechsel von der Schule zur Uni 17

zu 1.4

1.4.1 Kann der Korper (K, ®,®) aus Aufgabe 1.3.2 angeordnet werden ?

Nein, denn :

221 1 sei fiir alle n € N definiert durch :

Fiir @ gilt offenbar :
@ 1 =nmodp
k=1

Beweis (durch vollstéandige Induktion):

Fiir n = 1 gilt nach Definition von @ : @,_, 1 =1 "2 ™4 1modp
Wenn nun @Zzl 1 = nmodp gilt, folgt :

n+1 Def ® n
ef. von
S e e
k=1 k=1
Voraussetzun
= £ nmodp®1
Def. von &

(nmodp+ 1) modp

s. Ubu;g 1.3.2 (n + 1) modp

Angenommen nun, (K, ®,®) wire anordbar, dann gilte :

VneN:P1>0
k=1

Beweis : Es gilt in angeordneten Kérpern stets 1 > 0 (wegen 1 # 0 (Axiom))
und Vz € K : 22 > 0A1% = 1 also (Def.) auch @,_, 1 > 0 und mit @}_, 1> 0

folgt mit 1 > 0 auch @71 1>0 (Va,b€ K :a,b>0=a+b>0).
Also gilte auch :

-1

bS]

l=p—1lmodp Pehvamed , 1590

1

>
Il

Da p—1 aber wegen p— 1@ 1 = pmodp = 0 das Inverse zu 1, also —1 ist, gelte
K geordnet

dann —1 >0 "eder 1 <,
1 < 0 ist ein Widerspruch zu 1 > 0, also ist die Voraussetzung falsch, und



18
(K, ®,®) kann nicht angeordnet werden.

1.4.2 Man zeige, dass es auf R nur einen Positivbereich gibt.
Hinweis : Es darf ausgenutzt werden, dass zu jeder nicht negativen reellen Zahl
eine Wurzel in R existiert.

Zunichst hat R aufgrund des Axiomensystems von R (R ist ein vollstindi-
ger, archimedisch angeordneter Koérper) einen Positivbereich P. Dieser definiert
auf R durch Va,b € R:a > b:& a—0b € P eine Relation >. Um zu beweisen,
dass dieser Positivbereich der einzige ist, muss man zeigen, dass, wenn P ein
beliebiger Positivbereich von R ist, P = P folgt.

Sei P ein beliebiger Positivbereich in R. Zu zeigen: P = P
Zwei Mengen M, N heissen gleich, wenn M C N AN C M.

e ,C‘: Man zeigt zunéichst P C P
Sei z € P beliebig. Dann existiert wegen z € P = x > 0 ein y € R mit
y? = x. Da aber Quadrate von Zahlen ungleich 0 (z # 0 gilt, da 0 ¢ P, da
kein Positivbereich 0 enthalten kann) in jedem Positivbereich enthalten
sind, folgt y? € P, da P nach Voraussetzung Positivbereich ist. Und somit
wegen z = y2 auch z € P. Dies war zu zeigen.

e D Man zeigt nun PcP
Sei & € P beliebig. Angenommen nun z ¢ P. Dann folgt, da 2 # 0 und P
ein Positivbereich ist, dass —z € P. Damit gilt aber auch, wie eben bewie-
sen —z € P, also aufgrund der Positivbereichseigenschaft von P : z ¢ P.
Das widerspricht aber der Voraussetzung 2 € P, also war die Annahme
falsch und es gilt x € P. Dies war aber zu zeigen.

Es gilt also P = P fiir beliebiges P und somit hat R nur einen Positivbereich.

1.4.3 Sei die Menge K := Q + Qv2 (= {a + bv2|a,b € Q}) gegeben.

1. Zeige das (K,+,-) ein Korper ist, wobei ,+’ und ,-’ die von R geerbten
Verkniipfungen sind.

2. Es sei ,>“die iibliche Ordnung auf R, und
P o= {a+b0V2e€ K|a+bv/2>0} und
Py = {a+bvV2€ K|a—bV/2>0}
Zeige, dass P; und P, verschiedene Positivbereiche auf K sind.

Es darf benutzt werden, dass V/2 irrational ist.

1. Zuerst zeigt man, dass K C R.
Beweis : (z.z. : ¢ € K = x € R)
Sei € K, dann kann x nach Definition von K als a + by/2 mit a,b €
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Q dargestellt werden. Da aber Q@ C R und somit auch a,b € R, aber
auch v/2 € R, woraus nach den Kérpereigenschaften von R (,+‘und ,-‘sind
innere Verkniipfungen auf R) a + byv/2 € R folgt. Dies heisst aber z € R.
Dann zeigt man, dass

a+bV/2=0<=a=0Ab=0 (a,beQ) (6)
Beweis :

e =% Seiz=a+0by2=0¢c K gegeben. Man unterscheidet nun zwei
Fille :

(a) b = 0 : Setzt man dies in die Voraussetzung ein, folgt sofort
a=0,daa+0vV2=0=a=0.
(b) b# 0 : Hier folgt

oroVEo0 T o5 b2 0

Da mit a,b € Q nach Voraussetzung, da Q ein Korper ist und so
;‘innere Verkniipfung, auch —¢ € Q, wére V2 € Q. Dies ist ein
Widerspruch, da v/2 € Q schon bewiesen wurde. Also gilt b = 0
und damit folgt a = 0.

e <= Aus a=0und b= 0 folgt sofort z = a + bv/2 =0+ 0v/2 = 0.
Aus (1) folgt aber, dass sich jede Zahl 2 € K auf genau eine Art als a-+bv/2

mit a,b € Q darstellen lisst. Denn : Sei x € K dargestellt als : z = a+bv2
und z = @ + bv/2. Das ist aufgrund der Definition von K stets moglich

Dann folgt :
r = X
Voragseng b2 = a4+ bv2
RO G a2 BVE = 0

Ass., Komm.in

L (@—a)+(-b)

0
A i _a=0 A b—
——a=a N b=

S S
Il
o

D.h. (2) : Jede Zahl x € K ldsst sich auf genau eine Art als © = a +
bv2, a,b € Q darstellen.

Um zu zeigen, dass (K, +,-) ein Korper ist, muss man iiberpriifen, ob die
Korperaxiome fiir K erfiillt sind. Zunéchst hat man zu zeigen, dass die
von R geerbten Verkniipfungen ,+’ und ,-’ innere Verkniipfungen auf K
sind.

zu Zeigen : Vri1, 00 € K i x1 +20 € K ANx1 -39 € K.

Seien nun x1, 29 € K bel. gegeben. Dann lassen sich 27 und x5 wegen (2)
eindeutig darstellen durch :

T, = a1+b1\/§ a,b; €Q . ..
D t folgt £ :
vy = a2—|—bgﬂ ag.by € Q amit folgt fiir 1 4+ x2
1+ X9 = (a1 + bl\/i) + (a2 + bz\/ﬁ)
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Komm.,Ass. in

£ (a1 + az) + b1v/2 + by /2
Distriin]R (al +a,2) + (b1 +b2)\/§

Da aufgrund der Korpereigenschaften von Q (,4‘ist innere Verkniipfung)
mit ai,ae auch a; + az € Q und mit by, by auch by + by € Q liegt, ist
x1 + 22 nach der Definition von K Element von K.

Fiir x1 - o folgt :

1 -T2 = (a1 + b1V2) - (ag + b2V/2)

Distr. in R ay - ag 4 ay - baV2 4+ ag - b1 V2 + b1vV2 - bav/2

Ass.,Komm. in

R ay - ag +b1V2-baV2 +ag - bivV2 4+ ag - b2
Distr. in R,

ﬁ:: 2 (a1a2 + 2b1b2) + (a1b2 + agbl)\/i

Auch hier folgt aus den Eigenschaften von ,4‘und ,-als innere Verkniipfun-
gen auf Q, dass a1as+2b1bs € Q und a1b2+a2b; € Q und somit z1-z2 € K.
Dies war aber zu zeigen.

Jetzt kann man die Giiltigkeit der Korperaxiome fiir (K, +, -) iiberpriifen :

(a)

A1l : Kommutativitdt und Assoziativitit von ,+°.

,+‘ist kommutativ und assoziativ, da es vom Korper (R, +, ) geerbt
wurde und somit auf R kommutativ und assoziativ ist, also erst recht
auf K C R.

A2 : Es gibt ein neutrales Element bzgl. 4
Da ,4+‘in R das neutrale Element 0 hat, hat es dies wegen K C R
und 0 € K, da 0 =0+ 0v2 auch in K.

A3 : Jedes Element z € K hat ein Inverses bzgl. 4
In R hat jedes x € K C R ein Inverses bzgl. ,4+‘, ndmlich —zx, es
bleibt noch zu zeigen, dass

Vie K:—xe K

Beweis :

Sei # € K bel. Dann kann z eindeutig als a + bv/2 mit a,b € Q
dargestellt werden. Fiir —z gilt damit —z = —a — b2 R Korper
—a+(—b)v/2. Da aber Q ein Kérper ist, liegen mit a, b auch —a, —b €
@ und somit ist nach Definition von K, —x € K und das Inverse zu
T.

M1 : Kommutativitdt und Assoziativitéit von ,-*.

,-‘ist kommutativ und assoziativ, da es vom Korper (R, +,-) geerbt
wurde und somit auf R kommutativ und assoziativ ist, also erst recht
auf K C R.

M2 : Es gibt ein neutrales Element bzgl. -.
Da ,-‘in R das neutrale Element 1 hat, hat es dies wegen K C R und
l1e K, da1=1+0v2 auch in K.



Analysis I — Ein Lernbuch fiir den sanften Wechsel von der Schule zur Uni 21

(f) M3 : Zu jedem x € K # 0 gibt es ein Inverses bzgl. ,-*.
In R hat jedes  # 0 € K C R ein Inverses bzgl. ,-*, niamlich 27!, es
bleibt noch zu zeigen, dass

VeeK:a2 ' e K
Beweis: Sei x € K \ {0} bel. gegeben, dann gilt fiir x wg. (2) : =

a+bv2mit a,b € Qund (1) : a#0Vb#0. Mit a # 0V b#0 ist
aber aucha—b\/i;éO. Nun ist :

J)_l Déf. =
X
(:) 1
a+b/2
a—bv/2#£0 a—bv2

(a+bv2)(a — bV2)
Rist Korper @ — byv/2
B a? — 2b?

Ass.,Distr. in R a -b
sDist 9
a? — 2b2 + a? 72b2f

Aus den Eigenschaften von ,+‘und ,‘in Q folgt : a® — 2> € Q und
—b e Q, daa,be Qund somit gilt 271 € K. Also hat jedes z € K
ein Inverses bzgl. ,-“.

(g) D : Es gilt das Distributivgesetz
Da das Distributvgesetz in R fiir ,+‘und ,-‘gilt, und ,4+‘und ,-‘innere
Verkniipfungen auf K C R sind, gilt es auch in K.

Alle Axiome sind erfiillt und es gilt 0 # 1 wie in R = (K, +,-) ist ein
Korper.

2. Zunichst zeigt man, dass P; und P, wohldefiniert sind :
Wie oben (2) bewiesen, gibt es fiir jedes © € K genau eine Moglichkeit, es
in der Form = = a4 bv/2 mit a,b € Q darzustellen, d.h. mit z sind auch a
und b eindeutig bestimmt, und man kann eindeutig fiir jedes x € K ent-
scheiden, ob a+ b/2>0und a—bv2 >0 gelten. Man kann also fiir jedes
x € K, da das gerade die Eigenschaften sind, die die Teilmengen P; C K
und P, C K definieren, eindeutig feststellen, ob x € P; oder x & Py, bzw.
x € Py oder & & Py. Also sind Py und P, wohldefiniert.

Als néchstes hat man zu zeigen, dass P; und P Positivbereiche sind, d.h.
dass sie die fiir Positivbereiche geforderten Axiome erfiillen (,>‘sei die
natiirlich Ordnung in R) :

Sei (K, +,-) ein Kérper. P C K heisst Positivbereich, wenn gilt :

Pl:Vze K\{0}:(r e PV—2x € P)A-(x € P\ —z € P)
P2:Va,be P:a+beP
P3:Va,be P:a-beP
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e Man zeigt zunéchst, dass P; ein Positivbereich in K ist.

(a)

()

P1

Sei z € K \ {0} dargestellt als 2 = a + by/2 mit a,b € Q.

x € Py gilt laut Definition von P; genau dann, wenn in R a +
bv/2 = x > 0 gilt. Da R ein geordneter Korper ist, gilt stets
x > 0 oder —z > 0, aber nie beides zugleich. Somit gilt auch
stets © € P; oder x ¢ P, aber nie beides zugleich.

P2

Seien x,y € P; beliebig. € P; bedeutet aber (s. P1) gerade
x > 0, wobei ,,>“die natiirliche Ordnung in R ist. Genauso gilt
mit y € P; auch y > 0. Aufgrund der Ordnung in R folgt aus
x> 0und y > 0 aber auch x +y > 0. Da x +y € K gilt, und
x +y > 0 folgt, dass © + y € Py aus der Definition von P; (P
enthilt gerade die Elemente aus K, fiir die x = a + b2 >0 ist).

P3
Seien x,y € P beliebig. Analog wie oben (P2) gilt x > 0 Ay >
0= z-y > 0und da K bzgl. ,‘abgeschlossen ist, folgt x -y € P;.

Da alle Axiome von P; erfiillt werden, ist P; Positivbereich in K.

o Jetzt zeigt man, dass P ein Positivbereich in K ist.

(a)

P1

Sei z € K\ {0} eindeutig dargestellt als x = a+bv/2 mit a,b € Q.
x € Py gilt, wenn a — bv/2 > 0 ist, wenn dies gilt, ist aber —z =
—a—bv2wegen a —bv/2 > 0= —a+bv/2=—a— (—b)V2<0.
—x & Po. Gilt aber z ¢ Pa, so folgt a — bv/2 < 0 (a — b2 =0
ist wegen = # 0 unmoglich, da (1) 2 # 0 = a # 0V b #
0 = —bv/2 # 0). Damit gilt aber —a — (—b)v/2 > 0
und somit —x € P,. Somit gilt fiir = stets x € Py oder —z € Py
aber nie beides zugleich.

P2

Seien = a+bv/2 € Py und y = ¢+ dv/2 € P, gegeben. .+ 1y =
(a+c)+(b+d)VvV2€ Kkannals t+y = e+ fV2 mit e :=a+c
und f := b+ d geschrieben werden. (a,b,c,d,e, f € Q).

Bs gilt : a —bv2 >0 und ¢ — dv/2 > 0, da z,y € Ps.

Zu zeigen x +y € Py & e — f/2 > 0.

Da R ein geordneter Korper ist, folgt aus a — bv/2 > 0 und
c—dv2 > 0, dass a — W2 +c—dv2 >0 gilt. Wegen der
Korpereigenschaften von R ist dies gleichbedeutend mit :(a +
¢) — (b+d)v/2 > 0, was mit den Definitionen von e und f gerade
e— f\/2 > 0 ergibt, dies war aber zu zeigen. Also gilt: z+y € Ps.

P3

Seien 2 = a +bvV2 € P, und y = ¢ + dV2 € P, gegeben.
x-y = (ac+2bd) + (ad+bc)yv/2 € K kann als x-y = e+ f1/2 mit
e := ac+2bd und f := ad+bc geschrieben werden (a,b, ¢, d, e, f €
Q).

Esgilt :a—bv2>0und ¢ —dv2 >0

zu zeigen 1 x-y € Py S e— fV/2>0
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a—bvV2>0
Ordnung in R (a . b\/g)(c_ d\/i)
Distt i B 0 — bev/2 — adv/2 + bdv/2v/2

Komm. in R,
2 _
V2 5% ac+2bd —bev2 — adv2
Ass., Distr. in R (ac + 2bd) o (bC + ad)\/i

Pzl o 1v2

Dies war zu zeigen, also gilt : x -y € Ps.

vV Vv

c—dv2>0
0
0

Da alle Axiome von Ps erfiillt werden, ist P, ein Positivbereich.

Man hat jetzt noch zu zeigen, dass P; und Py voneinander verschieden
sind. Dazu reicht es, ein € K zu finden, fiir das z € P; und = & P gilt.
Wir setzen z := /2. Offenbar gilt z =0+ V2 e K. Wegen 0 + 1V2 =
V2 > 0ist 2 € Py, aber wegen 0 — 1v/2 # 0 gilt = & P,. Also sind P; und

P> verschiedene Positivbereiche auf K.

1.4.4 Fir a,b,c,d € R mt b,d > 0 zeige :

a a—+c [

C
<S40 bv+d " d

a
b

1. Man zeigt zunéichst § < § = ¢ < {£5

Es sei a,c € R,b,d € RY, ¢ < §, dann gilt :

a c
b T d
"A20 ad < ke
MonozgigesetZ ad+ab < be+ab
Disgrbutiv o h +-d) < bla+c)
bb+d>0 @ atc
= S bxd
2. Man zeigt nun § < § = (blig <3
s sei a,c € R, b,d ¢ R+,% < 5, dann gilt :
a c
b T d
220 ad < ke
Monotonicgesetz +ed < be4ecd
Disgrbutiv g0 4+ ¢) < ¢(b+ d)
dbrd>0 atc ¢
b+d d
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zu 1.5

1.5.1 Beweise folgende Summenformeln :

ikz = én(n +1)2n+1)

k=1

Induktionsanfang : Die Formel gilt fiir n = 1 wegen
. 1
Zk2:12:1:6~1-(1+1)-(2+1)
Induktionsvoraussetzung : Die Formel gelte fiir ein festes n, i.e. es gelte :

Zk2 n(n+1)(2n +1)

Induktionsschluss : Dann gilt sie auch fiir n + 1 :
zu zeigen : Zill k? = 3(n+1)(n+2)(2n+3)

n+1 n

>k = > K4 (n+1)?
k=1 k=1

Voraussetzung

—n(n+1)(2n+ 1)+ (n+1)2
1 1

= 6(2n3 +3n% +n) + 6(6n2 +12n + 6)
1

= 6(2n3 +9n® + 13n + 6)

1

g
1

= 6(n+1)(n+2)(2n—|—3)

n+1)(2n* + Tn + 6)

Aufgrund des Induktionsprinzips gilt die Formel fiir alle n € N.

Zk?’ n?(n+1)2

Induktionsanfang : Die Formel gilt fiir n = 1 wegen

! 1
Zk3:13:1:1.12.22
k=1

Induktionsvoraussetzung : Die Formel gelte fiir ein festes n, i.e. es gelte :

ZkS n?(n +1)?

Induktionsschluss : Dann gilt sie auch fiir n + 1 :
zu zeigen : Zii k3= 1(n+1)%*(n+2)?
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n+1 n
ST IS SR
k=1 k=1
oraussetzun, 1
Voraussetzung ZnQ(n—i—l)Q—F (n+1)3

1 1
= Z(n4 +2n% 4+ n?) + 1(4713 +12n” + 12n + 4)

1
= ~(n* 4 6n3 + 1302 + 12n + 4)

4
1
= Z(n+1)(n3+5n2+8n+4)
1 1
= ﬂn+n%ﬁ+4n+4%:ﬂn+n%n+22

Aufgrund des Induktionsprinzips gilt die Formel fiir alle n € N.

1.5.2 Finde und beweise eine Formel fiir die Zeilensummen im , Dreieck der
ungeraden Zahlen “:

1
3 5
7 9 11
13 15 17 19
21
Es gilt :
1=1 = 13
3+45=8 = 23
7T+9+11=27 = 33

Vermutung : Die Summe der n-ten Zeile des Dreiecks betrigt fiir alle n € N
gerade s(n) = n>.

Beweis :

1. Zuerst zeigt man: Fiir alle ¢ € N ist 2¢ — 1 die i-te ungerade Zahl.
Beweis:
Induktionsanfang:
Firi=1gilt:2-1—1=1 ist die 1 ungerade Zahl.
Induktionsvoraussetzung;:
Fiir ein 7 € N gelte :
2¢ — 1 ist die i-te ungerade Zahl.
Induktionsschluss:
Es folgt : 2(: + 1) — 1 = (2i — 1) + 2, also nach Voraussetzung, die Zahl,
die um 2 grofler ist, als die i-te Ungerade, also die (i + 1)-te. g.e.d.
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2. Als néchstes zeigt man :
Fiir alle n € N ist die Summe der ersten n ungerade Zahlen n?, also :

i%-l:rﬂ
k=1

Beweis :
Induktionsanfang :
Firn =1 gilt :

1
d2%k-1=2-1-1=1=1’
k=1

Induktionsvoraussetzung :

Fiir ein n € N sei :

i2k71:n2
k=1

Induktionsschluss :
mu zeigen : S0 2k — 1= (n+ 1)2

n+1 n
Sot = Y-ty -
k=1 k=1

Voraus;etzung n2 +on+1 = (n+ 1)2

3. Des Weiteren gilt : Da in der k-ten Zeile k Zahlen stehen, stehen in den
ersten n-Zeilen zusammen

k=1

Also ist die letzte Zahl der k-ten Zeile die W—te ungerade Zahl.

Die Summe der ersten Zeile ist s(1) = 1 (Dies ist klar). Die Summe der n-ten
Zeile ist fiir n > 1 offensichtlich die Summe der ersten n Zeilen minus die Summe
der ersten n — 1 Zeilen.
Die Summe S(n) der ersten n Zeilen ist aber die Summe der ersten %
ungeraden Zahlen, also:

Smy= 3 21— [”(”“)r = 41y

Die Summe S(n — 1) ist also:
S(n—1)= i(n —1)%n%
Die Differenz ist (n > 1):
s(n) = 8S(n)—S(n—1) = i(n4+2n3—|—n2—n4+2n3—n2) = i4n3 = n® fiir alle n > 1.
Wegen s(1) = 1 = 13 gilt s(n) = n? fiir alle n € N.

1.5.3 Beweise mit vollstiandiger Induktion :
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1. Fir g e R\ {1} und N € N gilt

E:q

1—q

1—g¢q

2. Fiir alle reellen Zahlen x mit 0 < x < 1 und alle natiirlichen Zahlen n

gilt :
1+x)"<14+2"-1)z
1. e Induktionsanfang :
Fir N =1 gilt:
1
Z qn Def. von by qo + ql
n=0
Def. VO:n q°, ¢* 1+ q
1— q1+1 1— q2
l—gq l—gq
binorn.:Formel (1 B Q)(l + Q)
I—q
1-qg#0
iy l+gq
Das ist offensichtlich gleich.
e Induktionsvoraussetzung :
Fiir ein N € N gelte :
N
Z q’n 1— qNJrl
n=0 1- q
e Induktionsschluss :
zu zeigen : Dann gilt auch :
N+1 N+2
24
q
Es gilt :
N+1 N
Z qn Def. von ) Z qn + qN+1
n=0 n=
Voraussetzung 1- qN+1 N+1
l—q
1—q#0 1— gN+l gN+1 _ gN+2
B l—q l—q
1— qN+2
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2. e Induktionsanfang:
Fiir n =1 gilt:

(1+a)" Dot l4+2<1+z=1+42'=1)z wahr

e Induktionsvoraussetzung;:
Fiir ein n € N gelte :

1+2)"<1+(2"-1)x

e Induktionsschluss:
zu zeigen, dann gilt auch :

(14z)" ™ <14+ @2" -1
Es gilt :

(1 + z)"*! Def. 1+z)" (1+z)

Aus der Voraussetzung folgt mit (1 4 ) > 0 wegen z > 0

(14+2)" (1+2) < l1+2"-1)z]-1+2)
I4+z)+(1+2)2" -1z

Distributivgesetz

x <1

IA

1+242-(2" -1z
1+az+2"Tle — 2z
142"y — g

Distr. 1+ @2 — 1)z

Distributivitét

Ass., Komm.

Dies war zu zeigen.

1.5.4 Auf einer einsamen Insel gibt es n € N Stiddte, und zwischen je zwei
Stidten genau eine Einbahnstrafle. Zeige, dass es moglich ist, jede Stadt einmal
zu besuchen, ohne gegen die Verkehrsregeln zu verstoflen.

Man zeigt dies durch vollstédndige Induktion :

e Induktionsanfang:
Fiir n = 1 gibt es nur eine Stadt und keine Strafle. Diese Stadt ist Start
und Ziel der Reise, die alle Stddte besucht.
Fiir n = 2 gibt es die zwei Stiddte S; und S; wenn die Einbahnstraflie in
S1 beginnt, ist S — So die gesuchte Reise, ansonsten Sy — 5.

e Induktionsvoraussetzung:
Fiir ein n € N gelte : Es ist moglich n Stidte, die jeweils mit Einbahnstra-
Ben verbunden sind, alle hintereinander zu besuchen.
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e Induktionsschluss:
zu zeigen : Es ist auch mit n + 1 Stddten moglich :
Seien die n+ 1 Stadte mit S1, Sa, 53,54, ..., Sp+1 bezeichnet, und zwar in
der Art, dass die Reise, die nach Induktionsvoraussetzung in (S, Sa, ... Sp)
existiert, die Stddte in der Reihenfolge ihrer Nummerierung besucht, also
S1 — Sy — ... — S, die Reise ist.
Betrachte nun die Strafle, die S7 und 5,11 verbindet. Wenn sie von S, 41 in
Richtung S; lduft (im Folgenden mit S,, 11 — S7 abgekiirzt) , ist eine Reise
gefunden, die alle Stadte besucht, namlich S, 41 — 51 — S2 — ... — S,
Wenn aber S; — 5,41, dann betrachte die Strafie zwischen S, und Sy, 41.
Wenn S,, < 5,11, ist man fertig, da dann S; — So — ... — S, — Sp11
alle Stiadte besucht.
Wenn aber S, 11 — S, dann muss es, da S, 11 — S, aber S, 11 < 5] eine
Stadt S; mit (1 < ¢ < n) geben, so dass S; — S,41 und Sp41 — Sit1, da
ansonsten wegen S; — Sp,41 und aus S; — S, 41 folgt stets S;41 — Sh41
fiir alle 1 < ¢ < n auch S, — S,41 folgen wiirde (Induktionsprinzip) und
dies der Voraussetzung S,, < S,+1 widerspricht.
Dann ist aber S — ... = S; — Sp41 — Sip1 — ... — 5, die gesuchte
Reise.

Es ist also stets moglich alle Stddte zu besuchen.

1.5.5 Zeigen Sie durch vollstindige Induktion, dass die Zahl n? — 4n fiir alle
n € N mit n > 2 durch 3 teilbar ist.

ILA. n=2:23—4.2=8—8 =0 ist durch 3 teilbar.

I.V. Fiir ein n € N ist n® — 4n durch 3 teilbar, d.h. es existiert ein a € N, so
dass gilt:
3a =n® —4n

I.S. n—>n+1:

n3+3n%+3n—4n—3
n® —4n+3n%+3n—3
= (n® —4n) +3(n* +n —1)
L.

(n+1)* —4(n+1)

1<

3a+3(n*+n—1)
Distr.-:Gcsctz

3(a+n®+n—1)
| —
=meN
= 3m

Also ist (n+1)3 — 4(n + 1) durch 3 teilbar. q.e.d.

1.5.6 Zeigen Sie durch vollstandige Induktion, dass fiir alle n € N

gilt.
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LA. n=1:,_(-1)fk=-142=1=n.
LV. 0" (—~1)%k = n gilt fiir ein n € N.
I.S.n—-n+1

2(n+1)

Y D)k

k=1 k
+(=1)*""2(2n + 2)
n—32n—1+2n+2
n—+1

[\~

n

(=D k+ (=)™ (2n 4 1) +

Il
-

1=

1.5.7 Beweisen Sie die binomische Formel:
(a+0b)" = i ") akork
k=0 k .

Dabei ist der so genannte Binomialkoeffizient (Z) fiir £ > 0 durch den Quotien-
tenn-(n—1)---(n—k+1)/k! erkldrt, und (3) = 1.

LA. n=0(a+b)°=1= (9)a’" =>7_, (9)a"o"*.
LV. (a+0b)" =37_, (})a"b"F gilt fiir ein n € N.

I.S.n—-n+1

(a + b)n+1

I
—
IS

s +
(=
=
3
—
IS
_|_
(=
=

[«
VRS
>~ 3
N——
S

el
(s
3
ol
v
—~
S
_l’_
=

— (n k+1pn—k — (7 & +1-k
Z(k)a b" —l—Z(k)a b"
k=0 k=0

Man mache eine Indexverschiebung im

=0

ersten Summanden und verwende (nil)

fiir den zweiten:

n+1 n n+1 n

_ kin+l—k kin+1—k

= Z(k_1>ab +Z(k)ab
k=1 k=0
Nun addiere man den Summanden

(")z" "y =0 beim

ersten Summanden:

n+1 n n+1 n

. kin+1—k kin+1—k

= Z(k_1>ab +Z<k)ab
k=0 k=0
Man verwende jetzt noch
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die Tatsache, dass (Z) + ( n ) _ (n-]l—l)

k—1
n+1
- Z n+1 akpnti—k
k

k=0
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zu 1.6

1.6.1 Zeigen Sie, dass Q der kleinste Korper ist, der in R enthalten ist.
(Genauer: Ist K C R bexziiglich der iiblichen Operationen ein Kérper, so gilt
QCK)

Es wird konstruktiv gezeigt, dass jede rationale Zahl > (mit n € Z, m € N)
in jedem beliebigen Korper, der in R enhalten ist, liegt.

Sei also K C R ein Kérper (mit den von R geerbten Verkniipfungen), dann
gilt:

e lc K=VneN: ne K (Aufgrund der Verkniipfung ,+’ in R

eVzeZ: ze K (wegenne K= —nekK)

VzeZ\{0}: 7' =21 € K (wegen z € K\ {0} = 27! € K)

Somit auch 2 € KVne€Z,meN (weiln € K,L € K= 2 € K)

Somit gilt: Q C K.

Da Q ein Korper ist, ist somit Q der kleinste Korper in R.

1.6.2 Ist Z wohlgeordnet?
Behauptung: Z ist nicht wohlgeordnet.

Zu zeigen ist, dass eine nicht leere Teilmenge T von Z existiert, die kein
kleinstes Element besitzt:
Wiéhle T' = Z. Dann gilt fiir jedes z € Z (bzw. aus T):

e z—1€cZ
e z— 1<z

Angenommen also es wiirde ein minimales Element m in T existieren, dann wére
m — 1 € T und echt kleiner als m, was im Widerspruch dazu steht, dass m das
kleinste Element in T sein sollte.

Also kann T kein kleinstes Element besitzen.
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zu 1.7

1.7.1 Zeige : Zwischen je zwei rationalen Zahlen, liegt eine irrationale.
Es darf verwendet werden, das es irrationale Zahlen gibt.

Man zeigt zunéchst (Hilfssatz) : Ist & € R irrational, ist auch a - k + b
(a,b € Q\ {0}) irrational.
Beweis : Angenommen, a-k+b wére rational, so wire auch k = [(a-k+b) —b]-a~
aufgrund der Korpereigenschaften von Q eine rationale Zahl. Dies ist ein Wi-
derspruch zur Voraussetzung k & Q.

1

Seien nun ¢, g2 € Q mit g1 < g2 gegeben. Wahle eine irrationale Zahl k €
R > 0. Diese existiert, da irrationale Zahlen nach Voraussetzung existieren, und
da mit r nach Hilfssatz auch —r = —1r irrational ist und stets eine der beiden
Zahlen r und —r positiv ist (r # 0, da 0 rational). Aufgrund der Giiltigkeit
de(s Archimedes-Axioms in R gibt es ein ng € N mit ng > k. Dann setze s =
k-

‘17217;‘”) + ¢ und s ist die gesuchte irrationale Zahl zwischen ¢; und g¢s.

Beweis:

e s ist irrational
Nach Voraussetzung ist k irrational. Dann folgt aus dem Hilfssatz mit
a=2- € Qund b= g €Q die Irrationalitit von s.

e Esgilt ¢ < s, da

Voraussetzung
< k
— 0
© é> 0 < k'((]g—ql)
k- —
no X 0 0 < (@2 —q1)
o
Monotgnie < k-(q2—q1) ta Def. s
no
e Es gilt s < g, da
Voraussetzung
No
75 >0 k
= — < 1
o
w-u>0 k-(¢2—q)
e 27 < —
o Q@2 —q
n ni k- -
Mo&tg e (QQ ql) +q Déf. s < ¢

no
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zu 1.8

1.8.1 Schnittzahlen Dedekindscher Schnitte sind eindeutig bestimmt.

Sei (A, B) ein Dedekindscher Schnitt und angenommen w, z seien Schnittzahlen
mit w # z.

D.h. es gilt:

a<w<bfiralleac A, be B
a<z<bfiralleace A, be B

Sei 0.B.d.A. w < z. Seien a € A, b € B und man betrachte “’T"'Z:

w—+ z w+ z
=

2 2

w4+ z w+ z
* <z<b =

a<w< €B

e A

Also ist U’Qj ein Element von A N B. Das ist jedoch ein Widerspruch zur Vor-
aussetzung, dass A N B = (). Somit kann ein Dedekindscher Schnitt keine zwei
verschiedenen Schnittzahlen besitzen.

1.8.2 Sei (A, B) ein Dedekindscher Schnitt in R. Dann gibt es ein zg, so dass

entweder
A= {z|x <20}, B={z|r >}

oder
A= {zlxr <z}, B={z|r> 20}

gilt.

In R hat jeder Dedekindsche Schnitt eine Schnittzahl (Definition von R:1.8.2).
Hat (A, B) die Schnittzahl s, so gilt entweder s € A oder s € B, da AN B = {).
Da nach Definition der Schnittzahl immer a < s < b fiir alle a € A,b € B gilt,
gilt im Fall s € A

A ={z|z < s}, B={z|x> s}

und im Fall s € B
A = {z|zr < s}, B={z|x > s}.

Mit s = x¢ ist dann alles gezeigt.
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zu 1.9

1.9.1

14+37+1
T—17+1

i T+
T—iT+1

6+ 3¢

50
6 8.
50 50"
1—7i
50
17

50 50
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19032003; Da i wieder 1 ergibt muss man nur noch 19032003 durch 4 teilen und
den Rest betrachten. Der Rest ist 3 und somit ist i3 = —i das Ergebnis.

5021234512302
Die Losung von
n=1
5021234512302
z= 7"
n=1

Zunichst gilt fiir alle n € N offenbar :

2‘471
7;4n—&-1
Z‘4n+2

7:4n+3

Pot.gesetz
Pot.g_esetz
Pot.g_esetz

Pot.gesetz

Desweiteren gilt :

1" ist etwas ldnger:

(-3 =1 = 1
it =41 = )
i =21 ~1
it =31 = —i

4n
VneN:Zikzo
k=1

Beweis durch vollstanige Induktion :

4
e Induktionsanfang : zu zeigen : Y i* =0
k=1

Es gilt firn=1":

4
>

k=1

e Induktionsvoraussetzung :
Fiir n € N gelte :

Kommutze

it 4i2 433 444

1—1—-14+1
1-1+7—9=0
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e Induktionsschluss :
Zu zeigen :

Es gilt :
4(n+1)

> i
k=1

Def. von ¥

4(n+1)

PREAE
k=1

4n+4
>
k=1
4n

k=1

Induktiglsvoraussetflilgi4n+1 + ’i4n+2 + i4n+3 + i4(n+1)

siehe oben

Damit folgt fiir z :

t—1—14+1=0

5021234512302
z = Z "
n=1
5021234512300
Def. von > Z in + i5021234512301 + i5021234512302
n=1
4-1255308628075
_ Z in + i4-1255308628075+1 4 Z-4-1255308628075+2
n=1
siehe:oben 0+i—1 _ —1+i
1.9.2 = (1 “
ode Z = \/5
Es gilt :
B <1 +i)21 Pot. gesetz <1 +i)20. <1+i>
Y, N V2 V2

Pot.gesetz

siehe oben

(=" ()
0, (Lt
(Lt
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1.9.3 Zeichne die folgenden Mengen in der Gauflschen Zahlenebene :

1. Mg:={2€C| |z—1|=|z+1|}
Wenn man z € C als a + bi schreibt, kann man aus der M, definieren-
den Eigenschaft Bedingungen fiir a,b herleiten, die die z € M, erfiillen
miissen, da die Darstellung von z = a + bi eindeutig ist.
Es sei z = a + bi € C beliebig, dann gilt :

2 =1 = [z+1]
omm, Ass. . )
B @ 1) bl = (@ +1) + i
Pl TR - TR

Zwei Wurzeln sind dann gleich, wenn ihre Radikanden gleich sind.

(a—1)24p = (a+1)%2 4+ b2
= (a—1)2+0* = (a+1)*+b?
Qs 220414862 = a®+2a+1+0b
<~ —2a = 2a
<—4a =
—=a

In M, liegen also alle z € C, deren Realteil 0 ist. Das sind aber alle z, die
die Form bi mit b € R haben, also alle z auf der Imaginérachse :

Darstellung von M,
5
45
3

2% [~

—3i

—47

—5i



2. My:={2z€C|1<|z—1i] <2}
Die z € M, miissen also zwei Eigenschaften haben, ndmlich |z —i| > 1
und |z — 4| < 2. Man priift zunéichst, welche z € C die erste Bedingung
erfiillen, indem man sie wie oben umformt, und tut dann gleiches fiir die
zweite.

e Essei z=a+ bi € C bel., dann gilt :

lz—i > 1

—la+bi—i| > 1

Distr., Ass. |(l + (b _ 1)Z| > 1
Def. von || 2T (b — 1)2 > 1

Die Wurzel kann nur grofler als 1 sein, wenn ihr Radikand grofler als
1is‘c,dauVar:E]R:OSxS1<:>0§x2§1unddieVVurzelauf]Rar
gerade die Umkehrabbildung von 2 ist.

Zrh-12 > 1
—=ad+0b-1)* > 1
—=ad+Ob-1?2 > 12

a? + (b —1)? = 12 ist gerade die Gleichung eines Kreises mit dem
Radius 1 um den Punkt der Gaufischen Zahlenebene, an dem a = 0
und b = 1 ist, also um ¢. Die Bedingung wird von allen Punkten
erfiillt, die auf oder auflerhalb dieses Kreises liegen.

e Fssei z =a+ bi € C bel., dann gilt :

|z —i] < 2

= la+bi—i] < 2

Distr., Ass. |(Z + (b _ 1)Z| < 9
Def. von || 2+ (b — 1)2 < 2

Die Wurzel kann nur kleiner als 2 sein, wenn ihr Radikand kleiner als
4ist,daVe € R:0 <z <2<«=0<2?<4und die Wurzel auf R
gerade die Umkehrabbildung von 2 ist.

a2+ (b-1)2 < 4
—=ad+Ob-1?2 < 4
—=ad+b-1)?2 < 22

a? + (b —1)? = 22 ist gerade die Gleichung eines Kreises mit dem
Radius 2 um den Punkt der Gaulschen Zahlenebene, an dem a = 0
und b = 1 ist, also um ¢. Die Bedingung wird von allen Punkten
erfiillt, die auf oder innerhalb dieses Kreises liegen.
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Darstellung von M,

5% —

41 |~

Insgesamt ergibt sich fiir M, die Darstellung als Schnitt der beiden eben
beschriebenen Flichen M, kann also durch den Kreisring um 4 mit dem
inneren Radius 1 und dem &ufleren Radius 2 dargestellt werden.

3. M. :={z € C|Re(z?) =1}
Zunichst iiberlegt man wieder, wie man die Eigenschaft Re(zg) =1 als
Eigenschaft fiir @ und b schreiben kann, um diese dann als Darstellung
einer Kurve in der Gaufischen Zahlenebene zu deuten.
Sei z = a + bi € C beliebig, dann gilt :

Re(2%) = 1

— Re( a + bi) 2) = 1

Distributvitiit Re(a + 2abi — ) =1
Kommutagivitit Re((a® — b?) +2abi) = 1
Dcf.gRC() a2 - = 1

L=l a?—bv = 17

Dies ist aber gerade die Gleichung der Einheitshyperbel in der Gaufischen
Zahlenebene, M, enthilt also alle komplexen Zahlen, die durch Punkte
auf der Einheitshyperbel reprasentiert werden.
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Darstellung von M,

5% —

41 |~

3 —

21 [~

4. Mg :={2€C\ {0} |Re(2) < 3}
Wie bisher verschafft man sich auch hier eine dquivalente Beziehung zwi-
schen a und b.
Sei z =a+bi € C\ {0}, dann gilt :

1 < 1
z 2
=R < L
e —
a+ bz 2
Erw. mit z a—bi 1
e R < 3
¢ (a+bi)(a—bi) 2
Distr., Ass.
Komm. a—bi 1
L2 Re <a2 m b2) < 3
Distributivitat R a o < 1
é € < a2 + b2 a2 + b2 ) 2
Def. von Re() < 1
a2 + b2 2
2 2
CEESO 9g < @241
Monotoniegesetz 0 < 0,2 9% + b2
Monotoniegesetz 1 < a2 — 2 +1+ b2
Distribugivitéﬁt (CL - 1)2 + b2 > 12

Zunichst betrachtet man einmal (a — 1) +b% = 12, dies ist die Gleichung
des um 1 in Richtung der reellen Achse verschobenen Einheitskreises in
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der GauBschen Zahlenebene. (a — 1)? + 5% > 1 gilt also fiir alle Punkte
die ,,auerhalb“dieses Kreises liegen, gehoren zu M, alle z € C\ {0}, die
durch auflerhalb dieses Kreises liegende Punkte reprisentiert werden.

Darstellung von My

1.9.4 Beweise das Parallelogrammgesetz fiir zwei komplexe Zahlen w und z :
w2 + Jw = 2 =2 (Jwf® + |2I*)

2Z

Offensichtlich gilt mit Vz € C : |z| = v/2Z auch Vz € C : |2[*
Damit gilt : Seien z,w € C beliebig :

P @)+ (w - @)

(w4 2)(W+7Z) + (w—2)(W—2)

lw+ 2 + |w— 2

Konj. ist Isom.

Distributivitit __ — J— — __ — __ _
=" ww 4+ Zw + 2w+ 2Z + ww — zw — 2w + 22

Komm., Ass. _ __ _ _
= WW + ww + 22 + 22
2 (ww + 2%)

2z = |z|?
= || 9 (\w|2 n |z|2)

Distributivitat

Um die geometrische Bedeutung dieses Gesetzes zu veranschaulichen, zeichnet
man z,w,z + w, z — w in die Gauflsche Zahlenebene ein, dann bedeutet dieses

Gesetz :
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Darstellung der Parallelogrammregel

Wie man sieht hat das Parallelogramm mit den Ecken (0, z,w + z,w) die Sei-
tenléingen |z| und |w| und die Diagonalenlingen |w + z| und |w — z|. Als geome-
trische Deutung fiir das Gesetz ergibt sich :

Die Summe der Flédcheninhalte der Quadrate {iber den Diagonalen
eines Parallelogramms ist gleich der Summe der Flicheninhalte der
Quadrate iiber dessen Seiten.
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zu 1.10

1.10.1 Zeige, dass Q + Qv2 (vgl. Aufgabe 1.4.3) abzihlbar ist.

Wir wissen, dass Q abzihlbar ist, betrachte nun die Abbildung

f:Q — QV2
q — qv2

Diese Abbildung f ist bijektiv, da:

e f ist injektiv
7222,y € Q: f(z) = fly) = ax=y

Seien also z,y € Q mit f(x) = f(y) geg., dann gilt:

fl@)=fy) = aV2=yV2=2=y
Also ist f injektiv.

o f ist surjektiv

z.2:.Vr € QV23q € Q: f(q) =r

Sei also r € Qv2 beliebig, r hat nach Def. von Qv?2 die Form r = tv/2
mit ¢ € Q passend, dann gilt f(t) = tv/2 =r.
Also ist f surjektiv.

Da es eine Bijektion zwischen Qv/2 und einer abzihlbaren Menge gibt, ist
auch Qv/2 abzéhlbar.
Q ist abzidhlbar, i.e. es gibt eine bijektive Abbildung ¢ : N — Q, dann gilt :
Q = {g(1),9(2),...}, Q2 ist abzihlbar, i.e. es gibt eine bijektive Abbildung
h:N— Q, dann gilt : Qv2 = {h(1),(2),...}.
Man kann nun (Cantorsches Diagonalverfahren) die Menge Q+ /2 in folgendem
Schema anordnen:

f)+9(1) — f(2)+g(1) fB)+9(1) — f(4)+g(1)
/ / / /

f(1) +9(2) f(2) +9(2) f(3) +9(2) f(4) +9(2)
! / / /! /

F(1) +g(3) f(2)+4g(3) f3)+4g(3) f(4)+g(3)
/ / / /

f(1) +g(4) f(2) +g(4) f(3)+9(4) f(4)+g(4)
/ / / /

!

Die eingezeichneten Pfeile definieren eine Abbildung ¢ : N — Q + Qv/2 mit
¢(n) := das als n-tes erreichte Element.
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Diese Abbildung ist bijektiv, da jedes Element aus Q4+ Q+/2 in der Liste vertre-
ten ist, also jedes erreicht wird, also ist ¢ surjektiv, andererseits ist aber jedes
Element von Q+Q+/2 eindeutig als f(n)+g(m) mit n,m € N passend, darstell-
bar (siehe Ubung 1.4.3), also ist jedes Element nur einmal in der Liste vertreten,
damit ist ¢ injektiv.

¢ ist also eine bijektive Abbildung von N nach Q 4+ Qv/2, daher ist Q + Qv/2
abz&hlbar.

1.10.2 Beweise:

1.

Die Menge aller endlichen Teilmengen von N ist abzéhlbar.

Zu zeigen: Es gibt eine bijektive Abbildung von N in die Menge aller end-
lichen Teilmengen von N.

Man kann die endlichen Teilmengen von N im folgenden quadratischen
Schema anordnen (Diagonalverfahren) :

0 {1} {2} {3} {4} {5} {6}
{1,2} {1,3} {2,3} {1,4} {2,4} {3,4} {1,5}
{1,2,3} {1,2,4} {1,3,4} {2,3,4} {1,2,5} {1,3,5} {1,4,5}
{1,2,3,4} {1,2,3,5} {1,2,4,5} {1,8,4,5} {2,3,4,5}
{1,2,3,4,5} {1,2,3,4,6} {1,2,3,5,6}

{1,2,3,4,5,6} {1,2,3,4,5,7}

In jeder Zeile sind dabei die Teilmengen von N lexikographisch geordnet.
Jetzt kann man indem man durch dieses Quadrat , wandert®, eine bijek-
tive Abbildung zwischen der aufgeschriebenen Menge und N bestimmen :
n +— die auf dem Weg als n-tes erreichte Menge.

0 {1} - {2} {3y — {4} {5y — {6}
1 e b e e e -
{1,2} {1,3} {2,3} {1,4} {2,4} {3, 4} {1,5} ---
< e I e e
{1,2,3} {1,2,4} {1,3,4} {2,3,4} {1,2,5} {1,3,5} {1,4,5} .-
e P e P e e
{1,2,3,4} {1,2,3,5} {1,2,4,5} {1,3,4,5} {2,3,4,5}
' e I
{1,2,3,4,5} {1,2,3,4,6} {1,2,3,5,6}
e I

!
{1,2,3,4,5,6} {1,2,3,4,5,7}
Durch dieses Durchlaufen des quadratischen Schemas der endlichen Teil-

mengen von N wird folgende Abbildung bestimmt :

f:N — {C cN|Cendlich}
1 — 0
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{1,2}
{1}
{2}
{1,3}

T o= W N

11T 11

Diese Abbildung ist injektiv, da im Schema jede Menge nur einmal auf-
gefithrt ist und nur einmal erreicht wird, und sie ist surjektiv, da alle
endlichen Teilmengen von N im Schema aufgefiihrt sind und beim diago-
nalen durchlaufen alle erreicht werden, es also zu jeder Menge ein n € N
gibt, das auf sie abgebildet wird.

Die Abbildung ist damit bijektiv und {C' C N|Cendlich} ist abzdhlbar,
da es zwischen ihr und N eine Bijektion gibt.

2. Die Menge aller Teilmengen von N ist tiberabzéhlbar.

Zu zeigen: Es gibt keine bijektive Abbildung von N nach P(N), das ist die
Menge aller Teilmengen von N.

Da jede bijektive Abbildung auch surjektiv ist, reicht es zu zeigen: Es gibt
keine surjektive Abbildung von N nach P(N).

Man zeigt dies durch einen Widerspruchsbeweis :

Angenommen es existierte f : N — P(N) mit f surjektiv.

Dann betrachte man die Menge M := {z € N|z ¢ f(z)}. Offensichtlich
gilt, da M nur natiirliche Zahlen enthilt : M C N, also M € P(N).

Also gibt es, da f surjektiv ist, nach Definition der Surjektivitét ein m € N
mit f(m) = M.

Es kann nun aber weder m € M noch m ¢ M gelten, obwohl M wohlde-
finiert ist, da :

Sei m € M, dann gilt :

meM f(ngM m € f(m) Def,_van M mg M

Dies ist ein Widerspruch. Also kann m € M nicht gelten.
Sei nun m ¢ M, dann gilt :

m¢e M f(ngM m & f(m) Defvap M-y e M
Auch dies ist ein Widerspruch. Es gilt also weder m € M noch m ¢ M.
Da M aber eine wohldefinierte Teilmenge von N und m € N ist, muss
entweder m € M oder m ¢ M gelten.

Da sich ein Widerspruch ergibt, war die Voraussetzung, dass eine surjek-
tive Abbildung von N nach P(N) existiert falsch.

Also ist P(N) iiberabzéhlbar.
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zu 1.11

1.11.1 Zu einer komplexen Zahl z = a + bi definiert man ihre konjugierte z
gemif Z := a — bi. Zeige, dass die Konjugation, also die Abbildung

f:C—=C, z—7zZ
ein Korperisomorphismus auf C ist.

Um zu zeigen dass die Konjugation, also die Abbildung f, ein Korperiso-
morphismus auf C ist, hat man zu zeigen, dass f alle Bedingungen erfiillt, die
ein Korperisomorphismus erfiillen muss, namlich :

1. f ist bijektiv
2. VZI,ZQE(C:Z:["’ZQ:Z‘FTQ
3. V21,20 € C:Z{ 29 =%1 - 23

1. Eine Abbildung f heisst bijektiv, wenn sie sowohl injektiv als auch sur-
jektiv ist.

o Injektvitét : f inj. <= (f(21) = f(22) = 21 = 22)
Es seien z1 = a+ bi € C,29 = ¢+ di € C mit z;7 = Z3 gegeben. Zu
zeigen 21 = 2o

zZ1 = Z
< a+bi = c+di
Pebyan= o _pi = c—di
Pelyap ="y —¢ A —b=—d
< a=c N b=d
Pebvar = 4 bi = c+di
21 = 2y

Die Konjugation ist also injektiv.

o Surjektivitiit : f surj. <= V2o € CI2z1 € C: f(21) = 29
Es sei zo = a + bi € C bel. gegeben. Dann setze z; = a — bi. Damit

gilt:
f(z1) = fla—bi)
Def.;on f m
Def.:von z a+ bi

Die Konjugation ist also surjektiv.

Da die Konjugation injektiv und surjektiv ist, ist sie auch bijektiv.
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2. Es seien z1 = a + bi, 2o = c+ di € C bel. zu zeigen : 21 + 20 = 21 + 22

Z1 + Z9 =
Komm., Ass.,
Dist.

Def. von z

Komm., Ass.,
Dist.

Def. von z

(a+bi) + (c+ di)

(a —bi) + (c — di)
a+bi+c+di

Z1+ 7z

Die Konjugation ist also verkniipfungstreu bzgl. ,+°.

3. Es seien z1 = a + bi, 29 = ¢+ di € C bel.

7 zeigen: z1 - 23 = 21 - 22

Z1 22 =
Distributivitét

Ass., Komm.,
Dist.

Def. von z

Ass., Komm.,
Dist.

—1=142

Distributivitét
Distributivitét

Def. von z

(a+ bi)(c+ di)

ac + bei + adi — bd

(ac — bd) + (ad + be)i
(ac — bd) — (ad + be)i

ac — bci — adi — bd
ac — bei — adi + bdi*
(a —bi)c — (a — bi)di
(a — bi)(c—di)
(a+bi) - (c+ di)

Z1 22

Die Konjugation ist also verkniipfungstreu bzgl. ,-‘.

Da die Konjugation eine bijektive Abbildung von C nach C ist, die verkniipfungs-
treu bzgl. ,+‘und ,-‘ist, ist sie ein Korperisomorphismus auf C.



